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❯s✐♥❣ ❞❛t❛ ❢r♦♠ ❛♥ ❡①♣❡r✐♠❡♥t ❜② ❋♦rs②t❤❡✱ ▼②❡rs♦♥✱ ❘✐❡t③✱ ❛♥❞ ❲❡✲
❜❡r ✭✶✾✾✸✮✱ ❞❡s✐❣♥❡❞ ❢♦r ❛ ❞✐✛❡r❡♥t ♣✉r♣♦s❡✱ ✇❡ t❡st t❤❡ ✏st❛♥❞❛r❞ t❤❡✲
♦r②✑ t❤❛t ♣❧❛②❡rs ❤❛✈❡ ♣r❡❢❡r❡♥❝❡s ♦♥❧② ♦✈❡r t❤❡✐r ♦✇♥ ♠♦♥❡t❛r② ♣❛②✲
♦✛s ❛♥❞ t❤❛t ♣❧❛② ✇✐❧❧ ❜❡ ✐♥ ✭❡✈♦❧✉t✐♦♥❛r② st❛❜❧❡✮ ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠✳ ■♥ t❤❡
❡①♣❡r✐♠❡♥t ❡❛❝❤ s✉❜❥❡❝t ✐s r❡❝✉rr❡♥t❧② ✭✷✹ t✐♠❡s✮ r❛♥❞♦♠❧② ♠❛t❝❤❡❞
✇✐t❤ ❡✈❡r ❝❤❛♥❣✐♥❣ ♦♣♣♦♥❡♥ts t♦ ♣❧❛② ❛ ✶✹ ♣❧❛②❡r ❣❛♠❡✳ ❲❡ ✜♥❞ t❤❛t
❛ss✉♠✐♥❣ r✐s❦✲♥❡✉tr❛❧✐t② ❢♦r ❛❧❧ ♣❧❛②❡rs ❧❡❛❞s t♦ ❛ ♣r❡❞✐❝t❡❞ ❡✈♦❧✉t✐♦♥✲
❛r② st❛❜❧❡ ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠ t❤❛t✱ ✇❤✐❧❡ ✐t ❝❛♥ ❜❡ r❡❥❡❝t❡❞ ❛t t❤❡ ✺✪ ❧❡✈❡❧ ♦❢
s✐❣♥✐✜❝❛♥❝❡✱ ✐s ♥❡✈❡rt❤❡❧❡ss r❡♠❛r❦❛❜❧② ❝❧♦s❡ t♦ ✏❡①♣❧❛✐♥✐♥❣✑ t❤❡ ❞❛t❛✳
▼♦r❡♦✈❡r✱ ✇❤❡♥ ✇❡ ❛ss✉♠❡ t❤❛t ♣❧❛②❡rs ❛r❡ r✐s❦✲❛✈❡rs❡ ❛♥❞ ✇❡ ❝❛❧✲
✐❜r❛t❡ t❤❡✐r r✐s❦✲❛✈❡rs✐♦♥ ✐♥ ♦♥❡ tr❡❛t♠❡♥t ✇✐t❤ ❛ s✐♠♣❧❡ ❣❛♠❡✱ t❤✐s
t❤❡♦r② ❝❛♥♥♦t ❜❡ r❡❥❡❝t❡❞ ❛t t❤❡ ✺✪ ❧❡✈❡❧ ♦❢ s✐❣♥✐✜❝❛♥❝❡ ❢♦r ❛♥♦t❤❡r
tr❡❛t♠❡♥t ✇✐t❤ ❛ ♠♦r❡ ❝♦♠♣❧✐❝❛t❡❞ ❣❛♠❡✱ ❞❡s♣✐t❡ t❤❡ ❢❛❝t t❤❛t ✇❡
❤❛✈❡ ❝❧♦s❡ t♦ ✹✵✵ ❞❛t❛ ♣♦✐♥ts✳
❏❊▲ ❝♦❞❡s✿ ❈✺✼✱ ❈✼✷✱ ❉✼✷
❑❡②✇♦r❞s✿ ♦♣✐♥✐♦♥ ♣♦❧❧s✱ ❡❧❡❝t✐♦♥s✱ ✈♦t✐♥❣✱ t❡st✐♥❣✱ ◆❛s❤ ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠✱ ❛tt❛✐♥✲
❛❜❧❡ ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠✱ s②♠♠❡tr✐❡s
∗❲❡ t❤❛♥❦ P❤✐❧✐♣♣ ❑ü❧♣♠❛♥♥ ❢♦r ❤❡❧♣❢✉❧ ❝♦♠♠❡♥ts ❛♥❞ s✉❣❣❡st✐♦♥s✳
†❇✐❡❧❡❢❡❧❞ ❯♥✐✈❡rs✐t②✱ ❝❤r✐st♦♣❤✳❦✉③♠✐❝s❅✉♥✐✲❜✐❡❧❡❢❡❧❞✳❞❡✳
‡❯♥✐✈❡rs✐t② ♦❢ ❏❡♥❛✱ ❞❛♥✐❡❧✳r♦❞❡♥❜✉r❣❡r❅✉♥✐✲❥❡♥❛✳❞❡
✶
✶ ■♥tr♦❞✉❝t✐♦♥
❲❡ st✉♠❜❧❡❞ ✉♣♦♥ ❛ ❧❛❜♦r❛t♦r② ❡①♣❡r✐♠❡♥t t❤❛t ✐♥✈♦❧✈❡❞ r❛♥❞♦♠❧② ❝❤♦s❡♥
❤✉♠❛♥ s✉❜❥❡❝ts ♣❧❛②✐♥❣ ❛ ✶✹ ♣❧❛②❡r ❣❛♠❡✳✶ ❚❤❡ ❛✉t❤♦rs✱ ❋♦rs②t❤❡✱ ▼②❡rs♦♥✱
❘✐❡t③✱ ❛♥❞ ❲❡❜❡r ✭✶✾✾✸✮✱ ❞✐❞ ♥♦t ♣r♦✈✐❞❡ ❛ ❢✉❧❧ t❤❡♦r❡t✐❝❛❧ ❛♥❛❧②s✐s ♦❢ t❤❡
❡q✉✐❧✐❜r✐❛ ✭❛♥❞ t❤❡✐r ♣r♦♣❡rt✐❡s✮ ♦❢ t❤✐s ❣❛♠❡✳ ❚❤❡✐r ♦❜❥❡❝t✐✈❡ ✇❛s ❞✐✛❡r❡♥t✳
❚❤❡② ✇❛♥t❡❞ t♦ ♣❡r❢♦r♠ ❛♥ ❡①♣❧♦r❛t♦r② ❛♥❛❧②s✐s ♦❢ ❤♦✇ ♦♣✐♥✐♦♥ ♣♦❧❧s ♠❛②
✐♠♣❛❝t ✈♦t✐♥❣ ❜❡❤❛✈✐♦r ✐♥ ❛♥ ❡❧❡❝t✐♦♥ ❛♥❞ ✇❡r❡ ✐♥t❡r❡st❡❞ ✐♥ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧❧②
❛ss❡ss✐♥❣ ❉✉✈❡r❣❡r✬s ✏❧❛✇✑✱ s❡❡ ❉✉✈❡r❣❡r ✭✶✾✺✹✮✱ t❤❛t ✐♥ ❛♥② ♠❛❥♦r✐t②✲r✉❧❡
❡❧❡❝t✐♦♥ ♦♥❧② t✇♦ ♣❛rt✐❡s r❡❝❡✐✈❡ ✈♦t❡s✳ ❲❡ ❛r❡ s✐♠♣❧② ❝✉r✐♦✉s ❛s t♦ ✇❤❛t
t❤❡s❡ ❡q✉✐❧✐❜r✐❛ ❛r❡ ❛♥❞ ❤♦✇ t❤❡ ❛❝t✉❛❧ ♣❧❛② ✐♥ t❤❡ ❧❛❜♦r❛t♦r② ❝♦♠♣❛r❡s t♦
t❤❡ t❤❡♦r❡t✐❝❛❧ ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠ ♣r❡❞✐❝t✐♦♥s✳ ❲❡ ❛r❡ ✐♥t❡r❡st❡❞ ✐♥ t❤❡ ❞❛t❛ ♦♥❧②✱
✐♥ t❤✐s ♣❛♣❡r✱ ✐♥ ❛s ❢❛r ❛s ✐t ❝❛♥ ❜❡ s❡❡♥ ❛s ❛ ❝❛s❡ st✉❞② ♦❢ t❡st✐♥❣ ✏st❛♥❞❛r❞
t❤❡♦r②✑ ✐♥ ❛ s♦♠❡✇❤❛t ❝♦♠♣❧✐❝❛t❡❞ ❣❛♠❡✳
❲✐t❤ ✏st❛♥❞❛r❞ t❤❡♦r②✑ ✇❡ ♠❡❛♥ t❤❡ ❝♦♠❜✐♥❛t✐♦♥ ♦❢ t✇♦ t❤✐♥❣s✳ ❋✐rst✱ ❛s
✐♥ ✏st❛♥❞❛r❞ ❡❝♦♥♦♠✐❝ t❤❡♦r②✑ ✇❡ ❛ss✉♠❡ t❤❛t ♣❧❛②❡rs ♦♥❧② ❝❛r❡ ❛❜♦✉t t❤❡
♠♦♥❡② t❤❡② t❤❡♠s❡❧✈❡s r❡❝❡✐✈❡ ✐♥ t❤❡ ❣❛♠❡✳ ❙❡❝♦♥❞✱ ❛s ✐♥ ✏st❛♥❞❛r❞ ❣❛♠❡
t❤❡♦r②✑ ✇❡ ❛ss✉♠❡ t❤❛t ♣❧❛②❡rs ♣❧❛② ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ s♦♠❡ ◆❛s❤ ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠✳
❚❤✐s ✶✹ ♣❧❛②❡r ❣❛♠❡ t❤❛t s✉❜❥❡❝ts ♣❧❛② ❤❛s s♦♠❡ s♣❡❝✐❛❧ ♣r♦♣❡rt✐❡s t❤❛t ♦♥❡
♥❡❡❞s t♦ t❛❦❡ ✐♥t♦ ❛❝❝♦✉♥t ✇❤❡♥ ❛♥❛❧②s✐♥❣ t❤❡ ❣❛♠❡✳ ❲❤✐❧❡ t❤❡ ❣❛♠❡ ✐s
❞❡s❝r✐❜❡❞ ✐♥ ❞❡t❛✐❧ ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥s ✷✱ ✸✳✶✱ ❛♥❞ ✹✳✶✱ ✇❡ ♥❡❡❞ t♦ ♣r♦✈✐❞❡ ❛ ❜r✐❡❢
s❦❡t❝❤ ♦❢ t❤❡ ❣❛♠❡ ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ♠❛❦❡ t❤❡s❡ s♣❡❝✐❛❧ ♣r♦♣❡rt✐❡s ✉♥❞❡rst♦♦❞✳
❋✐rst✱ ❡❛❝❤ ❣r♦✉♣ ♦❢ ✶✹ ♣❧❛②❡rs t❤❛t ♣❧❛② t❤❡ ❣❛♠❡✱ ✐s r❛♥❞♦♠❧② s♣❧✐t ✉♣
✐♥t♦ t❤r❡❡ s✉❜❣r♦✉♣s✳ ❊❛❝❤ ❣r♦✉♣ r❡♣r❡s❡♥ts ❛ ♣r❡❢❡r❡♥❝❡ ♦✈❡r t❤❡ t❤r❡❡
❛❧t❡r♥❛t✐✈❡s ✭♦r ❝❛♥❞✐❞❛t❡s✮ ❆✱ ❇✱ ❛♥❞ ❈ t❤❛t t❤❡ s✉❜❥❡❝ts ❛r❡ ✈♦t✐♥❣ ♦♥✳
❚❤❡r❡ ❛r❡ ❛❧✇❛②s ✹ ❆✱ ✹ ❇✱ ❛♥❞ ✻ ❈ t②♣❡s✱ ✇❤❡r❡ t❤❡ t②♣❡ ✐♥❞✐❝❛t❡s t❤❡
s✉❜❥❡❝t✬s ♠♦st ♣r❡❢❡rr❡❞ ❛❧t❡r♥❛t✐✈❡✳ ❚❤❡ ♠♦♥❡t❛r② ♣❛②♦✛ s❝❤❡❞✉❧❡ ✐s ❝❤♦s❡♥
✐♥ s✉❝❤ ❛ ✇❛② ❛s t♦ ♣✉t ❛❧❧ ♣❧❛②❡rs ♦❢ ❛♥② ♦♥❡ t②♣❡ ✐♥ ❝♦♠♣❧❡t❡❧② s②♠♠❡tr✐❝
♣♦s✐t✐♦♥s✳ ▼♦r❡♦✈❡r✱ ❛♥❞ t❤✐s ✐s ♠♦r❡ s✉❜t❧❡✱ ❛❧s♦ ❆ ❛♥❞ ❇ t②♣❡s ❛r❡ ✐♥
s②♠♠❡tr✐❝ ♣♦s✐t✐♦♥s ✐❢ ✇❡ r❡❧❛❜❡❧ t❤❡✐r ✈♦t✐♥❣ str❛t❡❣✐❡s ❢r♦♠ ✏✈♦t❡ ❢♦r ❆✑
❛♥❞ ✏✈♦t❡ ❢♦r ❇✑ ❛♥❞ s♦ ♦♥ t♦ ✏✈♦t❡ ❢♦r ②♦✉r ❢❛✈♦r✐t❡ ❛❧t❡r♥❛t✐✈❡✑ ❛♥❞ ✏✈♦t❡
❢♦r ②♦✉r s❡❝♦♥❞ ❢❛✈♦r✐t❡ ❛❧t❡r♥❛t✐✈❡✑ ❛♥❞ s♦ ♦♥✳ ❆❧❧ t❤❡s❡ s②♠♠❡tr✐❡s s✉❣❣❡st
♦♥❡ s❤♦✉❧❞ ♦♥❧② ❝♦♥s✐❞❡r ❡q✉✐❧✐❜r✐❛ t❤❛t s❛t✐s❢② t❤❡ ❛♣♣r♦♣r✐❛t❡ s②♠♠❡tr②
r❡str✐❝t✐♦♥s✱ ❛s ✐♥ ✭◆❛s❤✱ ✶✾✺✶✱ ❚❤❡♦r❡♠ ✷✮✱ ❈r❛✇❢♦r❞ ❛♥❞ ❍❛❧❧❡r ✭✶✾✾✵✮✱
❇❧✉♠❡ ✭✷✵✵✵✮✱ ❛♥❞ ❆❧♦s✲❋❡rr❡r ❛♥❞ ❑✉③♠✐❝s ✭✷✵✶✸✮✳ ❋♦❧❧♦✇✐♥❣ ❈r❛✇❢♦r❞
❛♥❞ ❍❛❧❧❡r ✭✶✾✾✵✮ ✇❡ s❤❛❧❧ r❡❢❡r t♦ t❤❡s❡ ❡q✉✐❧✐❜r✐❛ ❛s ❛tt❛✐♥❛❜❧❡ ✐♥ ♦r❞❡r t♦
✶❚❤❛t ✐s t♦ s❛②✱ t❤❡r❡ ✐s ♥♦ s❡❧❡❝t✐♦♥ ❜✐❛s✳
✷
❛✈♦✐❞ ❝♦♥❢✉s✐♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ t❤✐s ❝♦♥❝❡♣t ❛♥❞ ✇❤❛t ✇❡ ✉s✉❛❧❧② ✉♥❞❡rst❛♥❞ ❜② ❛
s②♠♠❡tr✐❝ ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠ ✭✐♥ ✇❤✐❝❤ ❛❧❧ ♣❧❛②❡rs ✉s❡ t❤❡ s❛♠❡ str❛t❡❣✐❡s✮✳
❚❤❡ ✇❛② t❤❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥t ✇❛s ♣❤r❛s❡❞ ♦r ✏❢r❛♠❡❞✑✱ ❤♦✇❡✈❡r✱ ❛❞❞s ♦♥❡ ❧❛②❡r
♦❢ ❝♦♠♣❧✐❝❛t✐♦♥ t♦ t❤❡ ❣❛♠❡✳ ❋♦rs②t❤❡✱ ▼②❡rs♦♥✱ ❘✐❡t③✱ ❛♥❞ ❲❡❜❡r ✭✶✾✾✸✮
❛❧s♦ ✇❛♥t❡❞ t♦ ❛ss❡ss t❤❡ ✐♠♣❛❝t ♦❢ ❛♥ ❛❧t❡r♥❛t✐✈❡✬s ❜❛❧❧♦t ♣♦s✐t✐♦♥ ♦♥ t❤❡
♦✉t❝♦♠❡ ♦❢ t❤❡ ❡❧❡❝t✐♦♥✳ ■♥ t❤❡ ❣❛♠❡ ❛❧t❡r♥❛t✐✈❡ ❆ ✇❛s ❛❧✇❛②s ♦♥ t❤❡ t♦♣ ♦❢
t❤❡ ❧✐st ♦❢ ❛❧t❡r♥❛t✐✈❡s ❛s ✐t ✇❛s ♣r❡s❡♥t❡❞ t♦ t❤❡ s✉❜❥❡❝ts✳✷ ❚❤✐s ♠❡❛♥s t❤❛t
t❤❡ ✏❢r❛♠❡❞✑ ❣❛♠❡ ❞♦❡s ❛❧❧♦✇ t❤❡ ❞✐st✐♥❝t✐♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ ❆ ❛♥❞ ❇ ✐♥ t❡r♠s ♦❢
t❤❡ ❧❛♥❣✉❛❣❡✱ s❡❡ ❇❧✉♠❡ ✭✷✵✵✵✮✱ ♦❢ ✏t❤❡ ✜rst ❛❧t❡r♥❛t✐✈❡ ✐♥ t❤❡ ❜❛❧❧♦t✑ ❛♥❞
s♦ ♦♥✳ ❚❤✐s ♠❡❛♥s t❤❛t t❤❡ ✏❢r❛♠❡❞✑ ❣❛♠❡✱ s❡❡ ❆❧♦s✲❋❡rr❡r ❛♥❞ ❑✉③♠✐❝s
✭✷✵✶✸✮✱ ❛❧❧♦✇s✱ ✐♥ ♣r✐♥❝✐♣❧❡✱ ❛❧s♦ ❛❧❧ ♥♦♥✲❛tt❛✐♥❛❜❧❡ str❛t❡❣②✲♣r♦✜❧❡s ❛♥❞ t❤✉s
❛❧❧ ♥♦♥✲❛tt❛✐♥❛❜❧❡ ❡q✉✐❧✐❜r✐❛✳ ❋♦r t❤✐s t♦ ❜❡ r❡❛❧❧② ♣♦ss✐❜❧❡ ♦♥❡ ✇♦✉❧❞ ♥❡❡❞
❡ss❡♥t✐❛❧❧② ❝♦♠♠♦♥ ❦♥♦✇❧❡❞❣❡ t❤❛t t❤✐s ❧❛♥❣✉❛❣❡ ❝❛♥ ❜❡ ❡♠♣❧♦②❡❞✳ ❲❤❡t❤❡r
♦r ♥♦t ✐t ✐s ❡♠♣❧♦②❡❞ ✐s t❤❡♥ ❛♥ ❡♠♣✐r✐❝❛❧ q✉❡st✐♦♥✳
❙❡❝♦♥❞✱ t❤❡ ❣❛♠❡ ✐s ❛❝t✉❛❧❧② ♣❧❛②❡❞ r❡❝✉rr❡♥t❧② ✭✷✹ t✐♠❡s✮ ❜② ❛♥ ❛❧✇❛②s
❝❤❛♥❣✐♥❣ ❣r♦✉♣ ♦❢ ✶✹ s✉❜❥❡❝ts✱ r❛♥❞♦♠❧② ❝❤♦s❡♥ ❢r♦♠ ❛ ❣r♦✉♣ ♦❢ ✷✽✳ ■♥ ❢❛❝t
t❤❡ ✷✽ s✉❜❥❡❝ts ❛r❡ ✐♥ ❡✈❡r② s❡ss✐♦♥ r❛♥❞♦♠❧② ❛❧❧♦❝❛t❡❞ ✐♥t♦ ♦♥❡ ♦❢ t✇♦ ✶✹
♣❧❛②❡r ❣r♦✉♣s ❜❡❢♦r❡ t❤❡② ❛r❡ t❤❡♥ ❛❧❧♦❝❛t❡❞ ❛ t②♣❡✳ ❙✉❝❤ r❡♣❡t✐t✐♦♥ ♦❢ ♣❧❛②✐♥❣
t❤❡ ❣❛♠❡ ❣✐✈❡s ❤♦♣❡ t❤❛t ♣❧❛② ❝♦✉❧❞ ❜❡ ✐♥ ❛ ◆❛s❤ ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠✳ ■♥ ♦♥❡✲s❤♦t
❣❛♠❡s ♦♥❡ ❝❛♥♥♦t ✉s✉❛❧❧② ❡①♣❡❝t t❤✐s ✉♥❧❡ss t❤❡ ❣❛♠❡ ❤❛s ❛ ❝❧❡❛r ✉♥✐q✉❡ ❢♦❝❛❧
♣♦✐♥t✱ s❡❡ ❙❝❤❡❧❧✐♥❣ ✭✶✾✻✵✮✳ ❖t❤❡r✇✐s❡ ❡✈❡♥ ❝♦♠♠♦♥ ❦♥♦✇❧❡❞❣❡ ♦❢ r❛t✐♦♥❛❧✐t②
❞♦❡s ♥♦t ❧❡❛❞ t♦ ❛ ♠♦r❡ ♣r❡❝✐s❡ ♣r❡❞✐❝t✐♦♥ t❤❛♥ r❛t✐♦♥❛❧✐③❛❜✐❧✐t②✱ s❡❡ ❇❡r♥❤❡✐♠
✭✶✾✽✹✮ ❛♥❞ P❡❛r❝❡ ✭✶✾✽✹✮✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ✇❤❡♥❡✈❡r ◆❛s❤ ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠ ✐s ❥✉st✐✜❡❞
t❤r♦✉❣❤ r❡❝✉rr❡♥t ♣❧❛②✱ ✐t ✐s ❛❝t✉❛❧❧② t❤❡ ❝♦♥❝❡♣t ♦❢ ❛♥ ❡✈♦❧✉t✐♦♥❛r② st❛❜❧❡
str❛t❡❣② ♦❢ ▼❛②♥❛r❞ ❙♠✐t❤ ❛♥❞ Pr✐❝❡ ✭✶✾✼✸✮ ❛♥❞ ▼❛②♥❛r❞ ❙♠✐t❤ ✭✶✾✽✷✮ ♦r
s♦♠❡ ✈❛r✐❛t✐♦♥ ♦❢ ✐t t❤❛t ✐s ❥✉st✐✜❡❞✳
❚❤❡r❡ ❛r❡ t✇♦ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ tr❡❛t♠❡♥ts ✐♥ ❋♦rs②t❤❡✱ ▼②❡rs♦♥✱ ❘✐❡t③✱ ❛♥❞
❲❡❜❡r ✭✶✾✾✸✮✳ ■♥ ♦♥❡ tr❡❛t♠❡♥t s✉❜❥❡❝ts ♦♥❧② ♣❧❛② ❛ ✈♦t✐♥❣ ❣❛♠❡✳ ■♥ t❤❡
♦t❤❡r tr❡❛t♠❡♥t✱ ❜❡❢♦r❡ ♣❧❛②✐♥❣ t❤❡ ✈♦t✐♥❣ ❣❛♠❡✱ s✉❜❥❡❝ts ♣❧❛② ❛♥ ♦♣✐♥✐♦♥
♣♦❧❧ ❣❛♠❡✱ t❤❡ ♦✉t❝♦♠❡ ♦❢ ✇❤✐❝❤ ✐s ♣✉❜❧✐❝❧② ❛♥♥♦✉♥❝❡❞ ❜❡❢♦r❡ t❤❡ ✈♦t✐♥❣
❣❛♠❡✳
■♥ t❤✐s ♣❛♣❡r ✇❡ ♣r♦❝❡❡❞ ❛s ❢♦❧❧♦✇s✳ ❋♦r ❡❛❝❤ tr❡❛t♠❡♥t ✇❡ ✐❞❡♥t✐❢② t❤❡
❣❛♠❡ ♣❧❛②❡❞✱ ✜♥❞ ❛❧❧ ❛tt❛✐♥❛❜❧❡ ❡q✉✐❧✐❜r✐❛✱ ✐❞❡♥t✐❢② ❛❧❧ ❡✈♦❧✉t✐♦♥❛r② st❛❜❧❡
♦♥❡s ❛♠♦♥❣ t❤❡♠ ❛♥❞ t❤❡♥ ❝♦♠♣❛r❡ t❤♦s❡ t♦ t❤❡ ❡♠♣✐r✐❝❛❧ ✜♥❞✐♥❣s✳
✷❚❤✐s ❝♦✉❧❞ ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ❞♦♥❡ ❞✐✛❡r❡♥t❧② ✐❢ ♦♥❡ ❤❛❞ ✇❛♥t❡❞ t♦ ♠❛✐♥t❛✐♥ t❤❡ s②♠♠❡tr✐❡s
❜②✱ ❢♦r ✐♥st❛♥❝❡✱ ❡♠♣❧♦②✐♥❣ r♦t❛t✐♥❣ ✏♣✐❡s✑✳ ❙❡❡ ❡✳❣✳ ❇❧✉♠❡ ❛♥❞ ●♥❡❡③② ✭✷✵✵✵✮ ❛♥❞ ❇❧✉♠❡
❛♥❞ ●♥❡❡③② ✭✷✵✶✵✮✳
✸
❆❢t❡r ❡①♣❧❛✐♥✐♥❣ t❤❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ s❡t✉♣ ✐♥ ♠♦r❡ ❞❡t❛✐❧ ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✷✱ ✇❡ ✜♥❞✱
✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✸✳✷✱ t❤❛t t❤❡ ✈♦t✐♥❣ ❣❛♠❡ ❤❛s t❤r❡❡ ❛tt❛✐♥❛❜❧❡ ❡q✉✐❧✐❜r✐❛ ❛♥❞✱
✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✸✳✸✱ ❛ ✉♥✐q✉❡ ❡✈♦❧✉t✐♦♥❛r② st❛❜❧❡ ✭❊❙❙✮ ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠ ❛♠♦♥❣ t❤❡♠
✇❤✐❝❤ ✐s ✐♥ ♠✐①❡❞ str❛t❡❣✐❡s ❢♦r ❆ ❛♥❞ ❇ t②♣❡ ♣❧❛②❡rs✳ ■♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✸✳✹ ✇❡
✜♥❞ t❤❛t t❤❡ ♥✉❧❧ ♦❢ ❛tt❛✐♥❛❜✐❧✐t② ❝❛♥♥♦t ❜❡ r❡❥❡❝t❡❞✳ ❲❤✐❧❡ t❤❡ ❞❛t❛ ❛❧❧♦✇s
✉s t♦ r❡❥❡❝t t❤❡ ♥✉❧❧ t❤❛t t❤❡ ✉♥✐q✉❡ ❊❙❙ ✐s ♣❧❛②❡❞✱ t❤❡ s❡t ♦❢ ❤②♣♦t❤❡s✐③❡❞
str❛t❡❣✐❡s t❤❛t ✏❡①♣❧❛✐♥s✑ t❤❡ ❞❛t❛ ❜❡tt❡r ✐s ♥♦t ❧❛r❣❡✳ ❲❡ t❤❡♥ ♥♦t❡✱ ✐♥
❙❡❝t✐♦♥ ✸✳✺✱ t❤❛t ❛ s♠❛❧❧ ❝❤❛♥❣❡ t♦ t❤❡ ✏st❛♥❞❛r❞ t❤❡♦r②✑ ❝❛♥ ❜❡ ♠❛❞❡ s♦
❛s t♦ ♣❡r❢❡❝t❧② ❝❛❧✐❜r❛t❡ t❤❡ ❞❛t❛✳ ❚❤✐s ✐s ❞♦♥❡ ❜② ❝❤❛♥❣✐♥❣ t❤❡ ✏st❛♥❞❛r❞
❡❝♦♥♦♠✐❝ t❤❡♦r②✑ s❧✐❣❤t❧② ❜② ❛❧❧♦✇✐♥❣ s✉❜❥❡❝ts t♦ ❜❡ r✐s❦ ❛✈❡rs❡✳
❲❡ t❤❡♥ ✜♥❞✱ ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✹✳✷✱ t❤❛t t❤❡ ♣♦❧❧✐♥❣ ❣❛♠❡ ❤❛s ❛ t❤❡♦r❡t✐❝❛❧❧② ❛♥❞
❡♠♣✐r✐❝❛❧❧② ❤✐❣❤❧② ❥✉st✐✜❛❜❧❡ ❢♦❝❛❧ s❡❝♦♥❞ st❛❣❡ ✈♦t✐♥❣ ❜❡❤❛✈✐♦r✳ ●✐✈❡♥ t❤✐s✱
t❤❡ ♣♦❧❧✐♥❣ ❣❛♠❡ ❤❛s t❤r❡❡ ❛tt❛✐♥❛❜❧❡ ❡q✉✐❧✐❜r✐❛ ❛♥❞✱ ❛s ✇❡ ✜♥❞ ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥
✹✳✸✱ t✇♦ ❡✈♦❧✉t✐♦♥❛r② st❛❜❧❡ ✭❊❙❙✮ ❡q✉✐❧✐❜r✐❛ ❛♠♦♥❣ t❤❡♠✱ ❜♦t❤ ♦❢ ✇❤✐❝❤
❛r❡ ✐♥ ♠✐①❡❞ str❛t❡❣✐❡s ❢♦r ❆ ❛♥❞ ❇ t②♣❡ ♣❧❛②❡rs ✭❛❧❜❡✐t ✈❡r② ❞✐✛❡r❡♥t ❢r♦♠
t❤❡ ❛tt❛✐♥❛❜❧❡ ❊❙❙ ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠ ✐♥ t❤❡ ✈♦t✐♥❣ ❣❛♠❡✮✳ ■♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✹✳✹ ✇❡ ✜♥❞
t❤❛t t❤❡ ♥✉❧❧ ♦❢ ❛tt❛✐♥❛❜✐❧✐t② ❝❛♥ ❛❣❛✐♥ ♥♦t ❜❡ r❡❥❡❝t❡❞✱ ❛❧t❤♦✉❣❤ t❤❡r❡ ✐s
s♦♠❡ ❡✈✐❞❡♥❝❡ ❛❣❛✐♥st ✐t✳ ❲❤✐❧❡ t❤❡ ❞❛t❛ ❛❧❧♦✇s ✉s t♦ r❡❥❡❝t t❤❡ ♥✉❧❧ t❤❛t
❛♥ ❊❙❙ ✐s ♣❧❛②❡❞✱ t❤❡ s❡t ♦❢ ❤②♣♦t❤❡s✐③❡❞ str❛t❡❣✐❡s t❤❛t ✏❡①♣❧❛✐♥s✑ t❤❡ ❞❛t❛
❜❡tt❡r t❤❛♥ ♦♥❡ ♦❢ t❤❡ ❊❙❙ ✐s ❛❣❛✐♥ ♥♦t ❧❛r❣❡✳ ❋✐♥❛❧❧②✱ ❛s ✇❡ s❤♦✇ ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥
✹✳✺✱ ✉♥❞❡r t❤❡ r✐s❦✲❛✈❡rs✐♦♥ ✈❡rs✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ✏st❛♥❞❛r❞ ❡❝♦♥♦♠✐❝ t❤❡♦r②✑✱ ❛s
❝❛❧✐❜r❛t❡❞ ✉s✐♥❣ ♦♥❧② t❤❡ ❞❛t❛ ♦♥ t❤❡ ✈♦t✐♥❣ ❣❛♠❡s ✇✐t❤♦✉t ♣♦❧❧s✱ ✏❡①♣❧❛✐♥s✑
t❤❡ ❞❛t❛ ❛❧♠♦st ♣❡r❢❡❝t❧②✳ ❚❤❡ ♥✉❧❧ ♦❢ t❤❡ r❡s✉❧t✐♥❣ ❊❙❙ ❝❛♥♥♦t ❜❡ r❡❥❡❝t❡❞
❛t t❤❡ ✺✪ ❧❡✈❡❧ ♦❢ s✐❣♥✐✜❝❛♥❝❡ ✭❞❡s♣✐t❡ ❤❛✈✐♥❣ ❝❧♦s❡ t♦ ✹✵✵ ❞❛t❛ ♣♦✐♥ts✮✳
❆ ✜♥❛❧ ♥♦t❡ ♦♥ ♦✉r Pr♦♣♦s✐t✐♦♥s ✐♥ t❤✐s ♣❛♣❡r✳ ❚❤❡✐r ♣r♦♦❢s ❛r❡ ❞♦♥❡ ♣❛rt❧②
❛♥❛❧②t✐❝❛❧❧② ❛♥❞ ♣❛rt❧② ♥✉♠❡r✐❝❛❧❧② ❛s ✇❡ ♥❡❡❞ t♦ s♦❧✈❡ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧ ❡q✉❛t✐♦♥s
♦❢ ❞❡❣r❡❡ ♦❢ ✉♣ t♦ s❡✈❡♥✳ ❲❡ ❡♠♣❧♦② t❤❡ ♠✉❧t✐✲❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ ◆❡✇t♦♥✲❘❛♣❤s♦♥
♠❡t❤♦❞ ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ❞♦ s♦✳ ❚❤❡ ♠❛t❧❛❜ ♣r♦❣r❛♠ ✇✐t❤ ✇❤✐❝❤ ✇❡ ❞♦ t❤✐s✱ ✐s
♣r♦✈✐❞❡❞ ❛s s✉♣♣❧❡♠❡♥t❛r② ♠❛t❡r✐❛❧✳ ❚❤✐s ♥✉♠❡r✐❝❛❧ ❛♣♣r♦❛❝❤ ✐s ❝♦♠♣❧❡t❡❧②
❛❝❝✉r❛t❡ ✉♥❧❡ss ✇❡ ♠❛❞❡ ❛ ♠✐st❛❦❡ ✐♥ ♣r♦❣r❛♠♠✐♥❣✳
✶✳✶ ❘❡❧❛t❡❞ ▲✐t❡r❛t✉r❡
❚❤❡r❡ ✐s ❛ ❧❛r❣❡ ❧✐t❡r❛t✉r❡ ♦♥ t❡st✐♥❣ ✏st❛♥❞❛r❞ t❤❡♦r②✑✳ ❇❡❣✐♥♥✐♥❣ ✇✐t❤✱
✇✐t❤✐♥ ❡❝♦♥♦♠✐❝s✱ ❛t t❤❡ ❧❛t❡st ●üt❤✱ ❙❝❤♠✐tt❜❡r❣❡r✱ ❛♥❞ ❙❝❤✇❛r③❡ ✭✶✾✽✷✮
t❤❡r❡ ✐s ♥♦✇ ❡①t❡♥s✐✈❡ ❧❛❜♦r❛t♦r② r❡s❡❛r❝❤ ❞♦❝✉♠❡♥t✐♥❣ ❛ ❧❛r❣❡ ✈❛r✐❡t② ♦❢
❜❡❤❛✈✐♦r❛❧ ❞❡♣❛rt✉r❡s ❢r♦♠ t❤❡ ✏st❛♥❞❛r❞ ❡❝♦♥♦♠✐❝ t❤❡♦r②✑ ♦❢ ♦♥❧② s❡❧❢✲
✹
✐♥t❡r❡st❡❞ ♣❡♦♣❧❡✳ ❲❤✐❧❡ ♦♥❡ ❝❛♥ t❤✐♥❦ ❛❜♦✉t t❤❡ ♣♦ss✐❜❧❡ ❡✛❡❝ts ✈❛r✐♦✉s
t❤❡♦r✐❡s ♦❢ ❢❛✐r♥❡ss ❝♦♥❝❡r♥s ♦r ❛❧tr✉✐s♠ ♦r ❛♥② ♦t❤❡r ♦t❤❡r✲r❡❣❛r❞✐♥❣ ♣r❡❢✲
❡r❡♥❝❡s ❤❛✈❡ ♦♥ t❤❡ ❡q✉✐❧✐❜r✐❛ ♦❢ ♦✉r ❣❛♠❡✱ ✇❡ ✉♥❞❡rst❛♥❞ ♦✉r ♣❛♣❡r ❛s
♥♦t ❛❞❞✐♥❣ ♠✉❝❤ t♦ t❤✐s ♣❛rt✐❝✉❧❛r ❧✐t❡r❛t✉r❡✱ ❡①❝❡♣t ♣❡r❤❛♣s ❛s ❛ ❝❛s❡ ✐♥
♣♦✐♥t t❤❛t ❛♠♦♥❣ t❤❡ ♠❛♥② ♣♦ss✐❜❧❡ t❤❡♦r✐❡s t❤❛t ❝♦✉❧❞ ✏❡①♣❧❛✐♥✑ t❤❡ ❞❛t❛ ♦❢
❋♦rs②t❤❡✱ ▼②❡rs♦♥✱ ❘✐❡t③✱ ❛♥❞ ❲❡❜❡r ✭✶✾✾✸✮ t❤❡ ✏st❛♥❞❛r❞ ❡❝♦♥♦♠✐❝ t❤❡♦r②✑
❛❧s♦ s✉✣❝❡s✳✸
❲❡ ❛r❡ ♦❢ t❤❡ ♦♣✐♥✐♦♥ t❤❛t ♦✉r ♣❛♣❡r ❛❞❞s s♦♠❡t❤✐♥❣ t♦ ❛♥♦t❤❡r str❛♥❞ ♦❢
t❤❡ ❧✐t❡r❛t✉r❡ ♦♥ t❡st✐♥❣ ✏st❛♥❞❛r❞ t❤❡♦r②✑✳ ❚❤❡ str❛♥❞ t❤❛t✱ ✉♥❞❡r ❝❡rt❛✐♥
❛ss✉♠♣t✐♦♥s ❛❜♦✉t ♣r❡❢❡r❡♥❝❡s✱ t❡sts t❤❡ t❤❡♦r✐❡s ♦❢ ❣❛♠❡ t❤❡♦r②✱ s♣❡❝✐✜❝❛❧❧②
t❤❡ t❤❡♦r② ♦❢ ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠ ♣❧❛②✳ ❚❤❡r❡ ✐s ❡✈✐❞❡♥❝❡ t❤❛t ♣❧❛②✐♥❣ ❛ ❣❛♠❡ ♦♥❧②
♦♥❝❡ ✐s ♥♦t t②♣✐❝❛❧❧② s✉✣❝✐❡♥t t♦ ❣✉❛r❛♥t❡❡ ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠ ♣❧❛②✱ ✇❤✐❧❡ ♣❧❛②✐♥❣
❛ ❣❛♠❡ ♦❢t❡♥ ✭r❡❝✉rr❡♥t❧② ✇✐t❤ ❞✐✛❡r❡♥t ♦♣♣♦♥❡♥ts✮ ❞♦❡s ❧❡❛❞ t♦ ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠
♣❧❛②✳ ❋♦r ✐♥st❛♥❝❡✱ ❱❛♥❍✉②❝❦✱ ❇❛tt❛❧✐♦✱ ❛♥❞ ❇❡✐❧ ✭✶✾✾✵✮ s❤♦✇ t❤❛t s✉❜❥❡❝ts
♦❢t❡♥ ❢❛✐❧ t♦ ♣❧❛② ❛♥② ◆❛s❤ ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠ ✐♥ ♦♥❡✲s❤♦t ❝♦♦r❞✐♥❛t✐♦♥ ❣❛♠❡s✱ ✇❤✐❧❡
❈♦♦♣❡r✱ ❉❡❏♦♥❣✱ ❋♦rs②t❤❡✱ ❛♥❞ ❘♦ss ✭✶✾✾✵✮ ✜♥❞ ❡✈✐❞❡♥❝❡ ♦❢ ◆❛s❤ ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠
♣❧❛② ✐♥ r❡❝✉rr❡♥t ❝♦♦r❞✐♥❛t✐♦♥ ❣❛♠❡s✳ ❙✐♠✐❧❛r❧② ❖✬◆❡✐❧❧ ✭✶✾✽✼✮ ✜♥❞s ❡✈✐❞❡♥❝❡
❛❣❛✐♥st ❧❛❜♦r❛t♦r② s✉❜❥❡❝ts ♣❧❛②✐♥❣ ♠✐♥♠❛① ✭✐✳❡✳ ◆❛s❤ ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠✮ str❛t❡❣✐❡s
✐♥ ③❡r♦✲s✉♠ ❣❛♠❡s✱ ✇❤✐❧❡ ❲❛❧❦❡r ❛♥❞ ❲♦♦❞❡rs ✭✷✵✵✶✮ ✜♥❞ ♠✐①❡❞ ❡✈✐❞❡♥❝❡
t❤❛t ♣r♦❢❡ss✐♦♥❛❧ t❡♥♥✐s ♣❧❛②❡rs ✉s❡ ♠✐♥♠❛① str❛t❡❣✐❡s ✐♥ t❤❡✐r s❡r✈✐❝❡ ❣❛♠❡✱
❍s✉✱ ❍✉❛♥❣✱ ❛♥❞ ❚❛♥❣ ✭✷✵✵✼✮ ✜♥❞ ❡✈✐❞❡♥❝❡ t❤❛t ♣r♦❢❡ss✐♦♥❛❧ t❡♥♥✐s ♣❧❛②❡rs t♦
✉s❡ ♠✐♥♠❛① str❛t❡❣✐❡s✱ ❛♥❞ P❛❧❛❝✐♦s✲❍✉❡rt❛ ✭✷✵✵✸✮ ✜♥❞s str♦♥❣ ❡✈✐❞❡♥❝❡ t❤❛t
♣r♦❢❡ss✐♦♥❛❧ s♦❝❝❡r ♣❧❛②❡rs ✭❛♥❞ ❣♦❛❧❦❡❡♣❡rs✮ ✉s❡ ♠✐♥♠❛① str❛t❡❣✐❡s ✇❤❡♥
t❛❦✐♥❣ ✭♦r ❞❡❢❡♥❞✐♥❣✮ ♣❡♥❛❧t② ❦✐❝❦s✳✹ Pr♦❢❡ss✐♦♥❛❧s ❤❛✈❡ ♣❧❛②❡❞ t❤❡s❡ ❣❛♠❡s
♦❢t❡♥✱ ✇❤✐❧❡ ❧❛❜♦r❛t♦r② s✉❜❥❡❝ts ♥♦t ✭♦r ♥♦t ♦❢t❡♥ ❡♥♦✉❣❤✮✳ ❙✐♠✐❧❛r❧②✱ ❛❣❛✐♥✱
✐♥ ♣✉❜❧✐❝ ❣♦♦❞ ♣r♦✈✐s✐♦♥ ❣❛♠❡s ✐♥✐t✐❛❧ ♣❧❛② ✐s ♦❢t❡♥ ♥♦t ❛♥ ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠ ✭✉♥❞❡r
♠❛t❡r✐❛❧ s❡❧❢✲✐♥t❡r❡st❡❞ ♣r❡❢❡r❡♥❝❡s✮✱ ❜✉t ❡✈❡♥t✉❛❧ ♣❧❛② ❛❢t❡r r❡♣❡t✐t✐♦♥s ♦❢t❡♥
✐s✳ ❙❡❡ ❡✳❣✳ ❆♥❞r❡♦♥✐ ✭✶✾✽✽✮ ❛♥❞ t❤❡ ❝♦♥tr♦❧ ❣r♦✉♣ ✐♥ ❋❡❤r ❛♥❞ ●ä❝❤t❡r
✭✷✵✵✵✮✳
❲❤✐❧❡ t❤❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥t ♦❢ ❋♦rs②t❤❡✱ ▼②❡rs♦♥✱ ❘✐❡t③✱ ❛♥❞ ❲❡❜❡r ✭✶✾✾✸✮ ❤❛s
♥♦t ❜❡❡♥ ❞❡s✐❣♥❡❞ s♣❡❝✐✜❝❛❧❧② t♦ t❡st ✇❤❡t❤❡r s✉❜❥❡❝ts ♣❧❛② ❛♥ ❡✈♦❧✉t✐♦♥❛r②
st❛❜❧❡ str❛t❡❣② ♦r ♥♦t✱ ✐t ✐s✱ ♥❡✈❡rt❤❡❧❡ss✱ ❛ ✈❡r② s✉✐t❛❜❧❡ ❝❛s❡ st✉❞② ❢♦r s✉❝❤
✸❖♥❡ ❝♦✉❧❞ ✉s❡ t❤✐s ❞❛t❛ s❡t ❛❧s♦ ❛s ❢♦❧❧♦✇s✳ ❋♦r ❛♥② t❤❡♦r② ♦❢ ♦t❤❡r✲r❡❣❛r❞✐♥❣ ♣r❡❢❡r✲
❡♥❝❡s ♦♥❡ ❝♦✉❧❞ ✇♦r❦ ♦✉t t❤❡ ❡q✉✐❧✐❜r✐❛ ✉♥❞❡r t❤✐s s✐t✉❛t✐♦♥ ✭❛ss✉♠✐♥❣ ❝♦♠♠♦♥ ❦♥♦✇❧❡❞❣❡
♦r ✐♥❝♦♠♣❧❡t❡ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❛❜♦✉t t❤❡s❡ ♣r❡❢❡r❡♥❝❡s✱ ❞❡♣❡♥❞✐♥❣ ♦♥ ♦♥❡✬s t❤❡♦r②✮ ❛♥❞ ✉s❡
t❤❡ ❛❝t✉❛❧ ❢r❡q✉❡♥❝② ♦❢ ♣❧❛② t♦ ♣♦ss✐❜❧② r❡❢✉t❡ t❤✐s t❤❡♦r② ✭✐♥ t❤✐s ❝♦♥t❡①t✮✳ ❲❤❡t❤❡r ♦r
♥♦t ♦♥❡ ✇♦✉❧❞ ✜♥❞ t❤✐s ✐♥t❡r❡st✐♥❣ ❞❡♣❡♥❞s ♦♥ ✇❤❛t ❞❡♠❛♥❞s ♦♥❡ ✇❛♥ts t♦ ♣❧❛❝❡ ♦♥ t❤❡
❣❡♥❡r❛❧ ❛♣♣❧✐❝❛❜✐❧✐t② ♦❢ t❤❡ ♣❛rt✐❝✉❧❛r t❤❡♦r②✳
✹❙❡❡ ❛❧s♦ ❇✐♥♠♦r❡✱ ❙✇✐❡r③❜✐♥s❦✐✱ ❛♥❞ Pr♦✉❧① ✭✷✵✵✶✮ ❢♦r ❡✈✐❞❡♥❝❡ ♦❢ ♠✐♥♠❛① ♣❧❛②✳
✺
❛♥ ✉♥❞❡rt❛❦✐♥❣✳ ❊❛❝❤ s✉❜❥❡❝t ♣❧❛②❡❞ t❤❡ ❣❛♠❡ ✐♥ t❤❡ ❧❛❜ ✷✹ t✐♠❡s ✇✐t❤ ❡✈❡r
❝❤❛♥❣✐♥❣ ♦♣♣♦♥❡♥ts✳ ❚❤❡ ❣❛♠❡ ✐s ♥♦t tr✐✈✐❛❧✳ ■♥ ❢❛❝t✱ ♦♥❡ ❝♦✉❧❞ ❝❛❧❧ ✐t s♦♠❡✲
✇❤❛t ❝♦♠♣❧❡①✳ ❚❤❡ ❣❛♠❡ ❤❛s ♠❛♥② ❡q✉✐❧✐❜r✐❛✳ ❚❤❡ ❣❛♠❡ ❤❛s ◆❛s❤ ❡q✉✐❧✐❜r✐❛
t❤❛t ❛r❡ ♥♦t ❡✈♦❧✉t✐♦♥❛r② st❛❜❧❡ ❛♥❞ s♦♠❡ t❤❛t ❛r❡ ❡✈♦❧✉t✐♦♥❛r② st❛❜❧❡✳ ■♥
❢❛❝t✱ ✐t t✉r♥s ♦✉t✱ t❤❛t ♦♥❡ ♦❢ t❤❡ t✇♦ tr❡❛t♠❡♥ts ✐♥ t❤❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥t ✐s ❛ ❣❛♠❡
✇✐t❤ t✇♦ ❡✈♦❧✉t✐♦♥❛r② st❛❜❧❡ str❛t❡❣✐❡s✳ ❚❤❡ ❣❛♠❡ ❛❧s♦ ❛❧❧♦✇s t❡st✐♥❣ ♦❢ ❛t✲
t❛✐♥❛❜✐❧✐t② ✭✐✳❡✳ t❡st✐♥❣ ♦❢ ♣❧❛② s❛t✐s❢②✐♥❣ s♦♠❡ s②♠♠❡tr② r❡str✐❝t✐♦♥s✮ ✐♥ ❛
❣❛♠❡ t❤❛t ❤❛s s②♠♠❡tr✐❡s ❜✉t ✐s ♣r❡s❡♥t❡❞ t♦ s✉❜❥❡❝ts ✐♥ ❛ ✇❛② t❤❛t ❜r❡❛❦s
t❤❡s❡ s②♠♠❡tr✐❡s✳
✷ ❚❤❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ s❡t✉♣
■♥ t❤✐s s❡❝t✐♦♥ ✇❡ ❞❡s❝r✐❜❡ t❤❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ s❡t✉♣ ❡♠♣❧♦②❡❞ ❜② ❋♦rs②t❤❡✱
▼②❡rs♦♥✱ ❘✐❡t③✱ ❛♥❞ ❲❡❜❡r ✭✶✾✾✸✮✳ ❚❤❡r❡ ❛r❡ t✇♦ tr❡❛t♠❡♥ts✳ ■♥ tr❡❛t♠❡♥t
✶ ♣❧❛②❡rs ♦♥❧② ♣❧❛② ❛ ✈♦t✐♥❣ ❣❛♠❡✳ ■♥ tr❡❛t♠❡♥t ✷ ♣❧❛②❡rs✱ ❜❡❢♦r❡ ♣❧❛②✐♥❣ t❤❡
✈♦t✐♥❣ ❣❛♠❡✱ ♣❛rt✐❝✐♣❛t❡ ✐♥ ❛♥ ♦♣✐♥✐♦♥ ♣♦❧❧✳
■♥ ❡✈❡r② ❣❛♠❡ ♦❢ ❡✈❡r② tr❡❛t♠❡♥t ❡①❛❝t❧② ✶✹ ♣❧❛②❡rs ✭✇❤✐❝❤ ❛r❡ r❛♥❞♦♠❧②
❝❤♦s❡♥ ❢r♦♠ ❛ ♣♦♦❧ ♦❢ ✷✽✮ ❛r❡ ❛s❦❡❞ t♦ ♣❧❛②✳ ❚❤❡ ✈♦t✐♥❣ ❣❛♠❡ ✐s t❤❡ s❛♠❡ ✐♥
❛❧❧ tr❡❛t♠❡♥ts ❛♥❞ ✐ts ♣❛②♦✛s ❛r❡ ❣✐✈❡♥ ✐♥ ❚❛❜❧❡ ✶✳ ❋♦✉r ♣❧❛②❡rs ❛r❡ r❛♥❞♦♠❧②
❛ss✐❣♥❡❞ t❤❡ t②♣❡ ❆✱ ❢♦✉r t❤❡ t②♣❡ ❇✱ ❛♥❞ ✻ t❤❡ t②♣❡ ❈✳✺ ❊❛❝❤ ♣❧❛②❡r ❝❛♥
❝❤♦♦s❡ t♦ ✈♦t❡ ❢♦r ♦♥❡ ♦❢ t❤r❡❡ ❝❛♥❞✐❞❛t❡s✱ ❛❧s♦ ❧❛❜❡❧❧❡❞ ❆✱ ❇✱ ❛♥❞ ❈✳ ❚❤❡
t❛❜❧❡ st❛t❡s t❤❡ ♠♦♥❡t❛r② ♣❛②♦✛s ✭✐♥ ❯❙✩✮ t♦ ❡❛❝❤ t②♣❡ ❞❡♣❡♥❞✐♥❣ ♦♥ ✇❤✐❝❤
❝❛♥❞✐❞❛t❡ ✇✐♥s t❤❡ ❡❧❡❝t✐♦♥✳ ❱♦t❡rs ♦❢ t②♣❡ ❆ ❢❛✈♦r ❝❛♥❞✐❞❛t❡ ❆✱ ✈♦t❡rs ♦❢
t②♣❡ ❇ ❢❛✈♦r ❝❛♥❞✐❞❛t❡ ❇✱ ✈♦t❡rs ♦❢ t②♣❡ ❈ ❢❛✈♦r ❝❛♥❞✐❞❛t❡ ❈✳ ❱♦t❡r t②♣❡s
❛r❡✱ t❤✉s✱ ♥❛♠❡❞ ✐♥ t❡r♠s ♦❢ t❤❡✐r ❢❛✈♦r✐t❡ ❝❛♥❞✐❞❛t❡✳
t♦t❛❧ ♥✉♠❜❡r ✈♦t❡r t②♣❡
❊❧❡❝t✐♦♥ ❲✐♥♥❡r
❆ ❇ ❈
✹ ❆ ✩ ✶✳✷✵ ✩ ✵✳✾✵ ✩ ✵✳✷✵
✹ ❇ ✩ ✵✳✾✵ ✩ ✶✳✷✵ ✩ ✵✳✷✵
✻ ❈ ✩ ✵✳✹✵ ✩ ✵✳✹✵ ✩ ✶✳✹✵
❚❛❜❧❡ ✶✿ P❛②♦✛ s❝❤❡❞✉❧❡ ♦❢ t❤❡ ✈♦t✐♥❣ ❣❛♠❡
✺❆s t❤❡r❡ ❛r❡ ✜♥✐t❡ ❛♥❞ ✜①❡❞ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❡❛❝❤ t②♣❡✱ t❤❡ ❣❛♠❡ ❤❡r❡ ❞✐✛❡rs s♦♠❡✇❤❛t
❢r♦♠ t❤❡ ✈♦t✐♥❣ ❣❛♠❡s st✉❞✐❡❞ ✐♥ ❡✳❣✳ P❛❧❢r❡② ✭✶✾✽✾✮✱ ▼②❡rs♦♥ ❛♥❞ ❲❡❜❡r ✭✶✾✾✸✮✱ ❋❡②
✭✶✾✾✼✮✱ ❛♥❞ ❆♥❞♦♥✐❡ ❛♥❞ ❑✉③♠✐❝s ✭✷✵✶✷✮✱ ✇❤❡r❡ t❤❡ ❢♦❝✉s ✐s ♦♥ ❧❛r❣❡ ❡❧❡❝t✐♦♥s ❛♥❞ ✇❤❡r❡
❡✈❡r② ♣❧❛②❡r ✐s r❛♥❞♦♠❧② ❛❧❧♦❝❛t❡❞ ❛ t②♣❡ ✇✐t❤♦✉t ❦❡❡♣✐♥❣ t❤❡ ❢r❛❝t✐♦♥ ♦❢ ♣❧❛②❡rs ♦❢ ❛♥②
♦♥❡ t②♣❡ ❝♦♥st❛♥t✳
✻
❱♦t❡rs ❛r❡ ❛s❦❡❞ t♦ ❝❛st t❤❡✐r ✈♦t❡ ❢♦r ♦♥❡ ♦❢ t❤❡ t❤r❡❡ ❝❛♥❞✐❞❛t❡s ♦r t♦
❛❜st❛✐♥✳ ■❢ t❤❡r❡ ✐s ❛ t✐❡ ❜❡t✇❡❡♥ t✇♦ ♦r t❤r❡❡ ♠♦st ✈♦t❡❞ ❝❛♥❞✐❞❛t❡s t❤❡
❡❧❡❝t❡❞ ❝❛♥❞✐❞❛t❡ ✐s ❝❤♦s❡♥ ✉♥✐❢♦r♠❧② r❛♥❞♦♠❧②✳
❋♦r tr❡❛t♠❡♥t ✷ ♣❧❛②❡rs ❛r❡ ✜rst ❛s❦❡❞ t♦ st❛t❡ ♦♥❡ ♦❢ t❤❡ t❤r❡❡ ❝❛♥❞✐❞❛t❡s
✐♥ ❛♥ ♦♣✐♥✐♦♥ ♣♦❧❧ ✭✇✐t❤♦✉t ♣❛②♦✛s✮✱ t❤❡ ♦✉t❝♦♠❡ ♦❢ ✇❤✐❝❤ ✐s t❤❡♥ ♣✉❜❧✐❝❧②
❛♥♥♦✉♥❝❡❞ ❜❡❢♦r❡ ♣❧❛②❡rs ❛r❡ ❛s❦❡❞ t♦ ♣❧❛② t❤❡ ✈♦t✐♥❣ ❣❛♠❡ ❛s ❞❡s❝r✐❜❡❞
❛❜♦✈❡✳
✸ ❚❤❡ ✈♦t✐♥❣ ❣❛♠❡ ✇✐t❤♦✉t ♦♣✐♥✐♦♥ ♣♦❧❧s
■♥ t❤✐s s❡❝t✐♦♥ ✇❡ st✉❞② t❤❡ ✈♦t✐♥❣ ❣❛♠❡ ✇✐t❤♦✉t ♣♦❧❧s✳
✸✳✶ ❚❤❡ ❣❛♠❡
❚❤✐s ✐s ❛ ❣❛♠❡ ✐♥ ✇❤✐❝❤ ❡❛❝❤ ♣❧❛②❡r ♦❢ ❡❛❝❤ ♦❢ t❤❡ t❤r❡❡ t②♣❡s ♦❢ ♣❧❛②❡rs ❤❛s
❢♦✉r ♣✉r❡ str❛t❡❣✐❡s✿ ✈♦t❡ ❢♦r ❆✱ ✈♦t❡ ❢♦r ❇✱ ✈♦t❡ ❢♦r ❈✱ ❛♥❞ ❛❜st❛✐♥ ❢r♦♠
✈♦t✐♥❣✳ ❚❤❡r❡ ❛r❡ ❢♦✉r ♣❧❛②❡rs ♦❢ t❤❡ ❆ t②♣❡✱ ❢♦✉r ♦❢ t❤❡ ❇ t②♣❡✱ ❛♥❞ s✐①
♦❢ t❤❡ ❈ t②♣❡✳ ❚❤❡ ✇✐♥♥✐♥❣ ❝❛♥❞✐❞❛t❡ ✐s ❞❡t❡r♠✐♥❡❞ ❜② s✐♠♣❧❡ ✭r❡❧❛t✐✈❡✮
♠❛❥♦r✐t②✳ ■❢ t❤❡r❡ ✐s ❛ ❝❛♥❞✐❞❛t❡ ✇✐t❤ ♠♦r❡ ✈♦t❡s t❤❛♥ ❛♥② ♦t❤❡r ❝❛♥❞✐❞❛t❡✱
t❤✐s ❝❛♥❞✐❞❛t❡ ✐s ❡❧❡❝t❡❞ ✇✐t❤ ♣❛②♦✛ ❝♦♥s❡q✉❡♥❝❡s t♦ t❤❡ ✈❛r✐♦✉s ✈♦t❡r t②♣❡s
❛s ❣✐✈❡♥ ✐♥ ❚❛❜❧❡ ✶✳✻ ■❢ t❤❡r❡ ❛r❡ t✇♦ ♦r t❤r❡❡ ❝❛♥❞✐❞❛t❡s ✇✐t❤ t❤❡ ❤✐❣❤❡st
♥✉♠❜❡r ♦❢ ✈♦t❡s t❤❡♥ ♦♥❡ ♦❢ t❤❡♠ ✐s ❞r❛✇♥ ✉♥✐❢♦r♠❧② r❛♥❞♦♠❧② ❛s t❤❡ ✇✐♥♥❡r
✇✐t❤ ♣❛②♦✛ ❝♦♥s❡q✉❡♥❝❡s ❛❣❛✐♥ ❛s ❣✐✈❡♥ ✐♥ ❚❛❜❧❡ ✶✳
✸✳✷ ❆tt❛✐♥❛❜❧❡ ❊q✉✐❧✐❜r✐❛
❲❡ s❤❛❧❧ ❤❡r❡ ✐❞❡♥t✐❢② ❛♥❞ ❝♦♠♣✉t❡ ❛❧❧ ❛tt❛✐♥❛❜❧❡ ❡q✉✐❧✐❜r✐❛ ♦❢ t❤✐s ✶✹✲♣❧❛②❡r
✈♦t✐♥❣ ❣❛♠❡ t❤❛t ❛r❡ ♥♦t ✇❡❛❦❧② ❞♦♠✐♥❛t❡❞✳ ◆♦t❡ t❤❛t ❢♦r ❈ t②♣❡s ✈♦t✐♥❣ ❢♦r
❈ ✐s ❛ ✇❡❛❦❧② ❞♦♠✐♥❛♥t str❛t❡❣②✱ ✇❤✐❧❡ ❢♦r ❆ ❛♥❞ ❇ t②♣❡s ✈♦t✐♥❣ ❢♦r ❈ ❛♥❞
❛❜st❛✐♥✐♥❣ ❛r❡ ❜♦t❤ ✇❡❛❦❧② ❞♦♠✐♥❛t❡❞✳ ❚❤✉s✱ ✇❡ ♥❡❡❞ t♦ ❝♦♥❝❡r♥ ♦✉rs❡❧✈❡s
♦♥❧② ✇✐t❤ t❤❡ ❝❤♦✐❝❡ ♦❢ ❆ ❛♥❞ ❇ t②♣❡s ❜❡t✇❡❡♥ ✈♦t✐♥❣ ❢♦r ❆ ❛♥❞ ✈♦t✐♥❣ ❢♦r
❇✳
✻❲❡ ❤❡r❡ ❛ss✉♠❡ t❤❛t ❛❧❧ ♣❧❛②❡rs ❤❛✈❡ ❛✣♥❡ ♣r❡❢❡r❡♥❝❡s ♦❢ ♠♦♥❡②✳ ❚❤✐s ✐s ❝❤❛❧❧❡♥❣❡❞
✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✸✳✺✳
✼
❚❤❡ ❣❛♠❡ ✭✇✐t❤♦✉t ❝♦♥s✐❞❡r✐♥❣ ❢r❛♠✐♥❣ ❡✛❡❝ts ✐♥❞✉❝❡❞ ❜② ❜❛❧❧♦t ♣♦s✐t✐♦♥✮
❤❛s ✐♥❤❡r❡♥t s②♠♠❡tr✐❡s ❛s ✐❞❡♥t✐✜❡❞ ❛❧r❡❛❞② ✐♥ ❆♥❞♦♥✐❡ ❛♥❞ ❑✉③♠✐❝s ✭✷✵✶✷✮✳
■❢ ✇❡ ❞❡✜♥❡ ❛♥ ❛tt❛✐♥❛❜❧❡ ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠ ✭❛s ❞❡✜♥❡❞ ❛♥❞ st✉❞✐❡❞ ❜② ❈r❛✇❢♦r❞
❛♥❞ ❍❛❧❧❡r ✭✶✾✾✵✮✱ ❇❧✉♠❡ ✭✷✵✵✵✮✱ ❛♥❞ ❆❧♦s✲❋❡rr❡r ❛♥❞ ❑✉③♠✐❝s ✭✷✵✶✸✮✮ ❛s
❛♥ ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠ t❤❛t r❡s♣❡❝ts t❤❡ ✐♥❤❡r❡♥t s②♠♠❡tr✐❡s ♦❢ t❤❡ ❣❛♠❡✱ t❤❡♥ ✇❡
❤❛✈❡ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ r❡str✐❝t✐♦♥s ❢♦r t❤❡ ❆ ❛♥❞ ❇ t②♣❡ ♣❧❛②❡rs✳ ❊✈❡r② ❆ t②♣❡
♣❧❛②❡r ♠✉st ✉s❡ t❤❡ s❛♠❡ ✭♠✐①❡❞✮ str❛t❡❣②✱ ❡✈❡r② ❇ t②♣❡ ♣❧❛②❡r ♠✉st ✉s❡
t❤❡ s❛♠❡ ✭♠✐①❡❞✮ str❛t❡❣②✱ ❛♥❞ ❡✈❡r② ❈ t②♣❡ ♠✉st ✉s❡ t❤❡ s❛♠❡ ✭♠✐①❡❞✮
str❛t❡❣②✳ ▲❡t xA(A) ❞❡♥♦t❡ t❤❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② t❤❛t ❛♥ ❆ t②♣❡ ♣❧❛②❡r ❛tt❛❝❤❡s
t♦ ♣✉r❡ str❛t❡❣② ❆✳ ❚❤❡♥✱ ❛s ✇❡ ❛ss✉♠❡ t❤❛t ❆ t②♣❡ ♣❧❛②❡rs ❞♦ ♥♦t ✉s❡
str❛t❡❣② ❈✱ ✇❡ ♠✉st ❤❛✈❡ t❤❛t xA(B) = 1 − xA(A)✱ t❤❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② t❤❛t
❛♥ ❆ t②♣❡ ♣❧❛②❡r ❛tt❛❝❤❡s t♦ ♣✉r❡ str❛t❡❣② ❇✳ ❆ ✜♥❛❧ ❛♥❞ ♣❡r❤❛♣s ♠♦st
✐♠♣♦rt❛♥t r❡str✐❝t✐♦♥ ♦❢ ❛tt❛✐♥❛❜✐❧✐t② ✐s t❤❛t xA(A) = xB(B) ✭❛♥❞✱ ♦❢ ❝♦✉rs❡
❛❧s♦✱ xA(B) = xB(A)✮✱ ✇❤❡r❡ xB(B) ✐s t❤❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② t❤❛t ❛ ❇ t②♣❡ ❛tt❛❝❤❡s
t♦ ♣✉r❡ str❛t❡❣② ❇✳ ❙❡❡ ❆♥❞♦♥✐❡ ❛♥❞ ❑✉③♠✐❝s ✭✷✵✶✷✮ ❢♦r ❞❡t❛✐❧s✳ ❚❤✉s✱ ✐❢ ✇❡
r❡str✐❝t ❛tt❡♥t✐♦♥ t♦ ✉♥❞♦♠✐♥❛t❡❞ ❛tt❛✐♥❛❜❧❡ str❛t❡❣② ♣r♦✜❧❡s✱ ❛❧❧ ✇❡ ♥❡❡❞ t♦
❞❡t❡r♠✐♥❡ ✐s x = xA(A)✳
Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✸✳✶✳ ❚❤❡ ✈♦t✐♥❣ ❣❛♠❡ ❤❛s ❡①❛❝t❧② t❤r❡❡ ✉♥❞♦♠✐♥❛t❡❞ ❛tt❛✐♥❛❜❧❡
❡q✉✐❧✐❜r✐❛✳ ■♥ ❛❧❧ ♦❢ t❤❡s❡✱ ❈ t②♣❡s ♣❧❛② ❈✱ ❛♥❞ ❆ ❛♥❞ ❇ t②♣❡s ♣✉t ③❡r♦
♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ♦♥ ❈ ❛♥❞ ❛❜st❛✐♥✐♥❣✳ ❚❤❡ t❤r❡❡ ✉♥❞♦♠✐♥❛t❡❞ ❡q✉✐❧✐❜r✐❛ ❛r❡ t❤❡♥
❝❤❛r❛❝t❡r✐③❡❞ ❜② t❤❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ❛♥ ❆ t②♣❡ ❛tt❛❝❤❡s t♦ ❆ ✭s❛♠❡ ❛s ❛ ❇ t②♣❡
❛tt❛❝❤❡s t♦ ❇✮ ✇❤✐❝❤ ✐♥ t❤❡ t❤r❡❡ ❡q✉✐❧✐❜r✐❛ ✐s ❣✐✈❡♥ ❜② x = 0✱ x = 1✱ ❛♥❞
x = 0.6615✱ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✳
Pr♦♦❢✿ ❲❡ ❤❛✈❡ ❛❧r❡❛❞② ❛r❣✉❡❞ t❤❛t ❈ t②♣❡s ♠✉st ♣❧❛② ❈ ✐♥ ❛♥ ✉♥❞♦♠✐♥❛t❡❞
❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠ ❛♥❞ t❤❛t ❆ ❛♥❞ ❇ t②♣❡s ✇✐❧❧ ❛✈♦✐❞ ♣❧❛②✐♥❣ ❈ ❛♥❞ ❛❜st❛✐♥✐♥❣✳
◆♦✇ ❝♦♥s✐❞❡r t❤❡ s✉♣♣♦s❡❞ ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠ ❣✐✈❡♥ ❜② x = 0✳ ❚❤✐s ✐♠♣❧✐❡s t❤❛t ❛❧❧
❆ t②♣❡s ♣❧❛② ❇ ❛♥❞ ❛❧❧ ❇ t②♣❡s ♣❧❛② ❆✱ ✇❤✐❝❤ ❧❡❛❞s t♦ ❈ ✇✐♥♥✐♥❣ t❤❡ ❡❧❡❝t✐♦♥
❜② t✇♦ ✈♦t❡s✳ ❚❤✐s ✐♠♣❧✐❡s t❤❛t ♥♦ ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧ ❝❛♥ ❝❤❛♥❣❡ t❤✐s ♦✉t❝♦♠❡ ❜②
✉♥✐❧❛t❡r❛❧❧② ❞❡✈✐❛t✐♥❣ ❢r♦♠ t❤❡ st❛t❡❞ str❛t❡❣② ♣r♦✜❧❡✳ ❚❤❡ s❛♠❡ ❛r❣✉♠❡♥t
❛♣♣❧✐❡s ❢♦r x = 1✳ ❙♦✱ t❤❡s❡ ❛r❡ ❜♦t❤ ❡q✉✐❧✐❜r✐❛✳
■♥ ♦r❞❡r t♦ ✐❞❡♥t✐❢② ❛♥ ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠ x ∈ (0, 1) ✇❡ ♥❡❡❞ t♦ ❛♣♣❡❛❧ t♦ t❤❡
✐♥❞✐✛❡r❡♥❝❡ ♣r✐♥❝✐♣❧❡ ✭✐✳❡✳ ✈♦t✐♥❣ ❢♦r ❆ ❛♥❞ ❇ ❤❛s t♦ ❜❡ ❡q✉❛❧❧② ❣♦♦❞ ❢♦r
❛❧❧ ❆ ❛♥❞ ❇ t②♣❡s ♦❢ ✈♦t❡rs✮✳
❈♦♥s✐❞❡r ✇✳❧✳♦✳❣✳ ❛♥ ❆ t②♣❡ ✈♦t❡r✳ ▲❡t Y (x) ❞❡♥♦t❡ t❤❡ r❛♥❞♦♠ ✈❛r✐❛❜❧❡ t❤❛t✱
❣✐✈❡♥ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② x ∈ (0, 1)✱ ❡q✉❛❧s t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❆ ✈♦t❡s ❛♠♦♥❣ ❛❧❧ ✼ ♦t❤❡r
❆ ❛♥❞ ❇ t②♣❡s ♦❢ ✈♦t❡rs✳ ◆♦t❡ t❤❛t ❢♦r t❤❡ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ❆ t②♣❡ ✈♦t❡r✱ ❛ ✈♦t❡
❜❡t✇❡❡♥ ❆ ♦r ❇ ❝❤❛♥❣❡s t❤❡ ❡❧❡❝t✐♦♥ r❡s✉❧t ✐❢ ❛♥❞ ♦♥❧② ✐❢ Y (x) ∈ {1, 2, 5, 6}✳
✽
❋♦r ✐♥st❛♥❝❡✱ ✐❢ Y (x) = 1 ❛♥ ❆✲✈♦t❡ ❜② t❤❡ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ❆ t②♣❡ ♣❧❛②❡r ✇✐❧❧
r❡s✉❧t ✐♥ ❛ t✐❡ ❜❡t✇❡❡♥ ❝❛♥❞✐❞❛t❡s ❇ ❛♥❞ ❈✱ ✇❤✐❧❡ ❛ ❇✲✈♦t❡ ✇♦✉❧❞ r❡s✉❧t ✐♥ ❛
✇✐♥ ❢♦r ❇✳
▲❡t uA(A, x) ❞❡♥♦t❡ t❤❡ ❡①♣❡❝t❡❞ ♣❛②♦✛ t♦ t❤❡ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ❆ t②♣❡ ✈♦t❡r ✐❢
s❤❡ ✈♦t❡s ❢♦r ❆ ❣✐✈❡♥ ❛❧❧ ♦t❤❡rs ✉s❡ ♠✐①✐♥❣ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② x✱ ❛♥❞ ❧❡t✱ s✐♠✐❧❛r❧②✱
uA(B, x) ❞❡♥♦t❡ ❤❡r ❡①♣❡❝t❡❞ ♣❛②♦✛ ✐♥ t❤✐s ❝❛s❡ ✐❢ s❤❡ ✈♦t❡s ❢♦r ❇✳ ❚❤❡
❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ✐s t❤❡♥ ❣✐✈❡♥ ❜② uA(A, x) = uA(B, x)✳ ❚❤✐s ❡q✉❛t✐♦♥ ✐s
❣✐✈❡♥ ✐♥ ❆♣♣❡♥❞✐① ❇✳ ■t ✐s ❛ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧ ✐♥ x ♦❢ ❞❡❣r❡❡ 7✱ ❛♥❞ t❤❡ ❡q✉✐❧✐❜r✐❛
❛r❡ ❣✐✈❡♥ ❜② ✐ts ③❡r♦s✳ ❉✐✈✐❞✐♥❣ t❤✐s ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧ ❜② x(1−x)✱ ❣✐✈❡♥ t❤❛t x = 0
❛♥❞ x = 1 ❛r❡ ③❡r♦s ♦❢ t❤✐s ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧✱ ❧❡❛✈❡s ❛ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧ ✐♥ x ♦❢ ❞❡❣r❡❡ ✺✳
❲❡ t❤❡♥ ❛♣♣❧② ◆❡✇t♦♥✬s ♠❡t❤♦❞ t♦ ✜♥❞ ❛❧❧ ❢✉rt❤❡r ③❡r♦s ♦❢ t❤✐s ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧
❛♥❞ ♦❜t❛✐♥ ♦♥❧② ♦♥❡ ❛t x = 0.6615✳ ◗❊❉
◆♦t❡ t❤❛t ❛♠♦♥❣ ❛❧❧ ✭t❤r❡❡✮ ❛tt❛✐♥❛❜❧❡ ❡q✉✐❧✐❜r✐❛✱ ✐♥ ❛❧❧ ♦❢ ✇❤✐❝❤ ❈ t②♣❡s
✈♦t❡ ❢♦r ❈✱ ❆ ❛♥❞ ❇ t②♣❡s ❝❧❡❛r❧② ❛s ❛ ❣r♦✉♣ ❛♥❞ ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧❧② ♣r❡❢❡r t❤❡
♠✐①❡❞ ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠ ✇✐t❤ x = 0.6615✱ ✐♥ ✇❤✐❝❤ t❤❡② ❤❛✈❡ ❛t ❧❡❛st ❛ ♣♦s✐t✐✈❡
♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ♦❢ ✇✐♥♥✐♥❣ t❤❡ ❡❧❡❝t✐♦♥✳✼
◆♦t❡ t❤❛t t❤❡ ✈♦t✐♥❣ ❣❛♠❡ ❤❛s ♦t❤❡r✱ ♥♦♥✲❛tt❛✐♥❛❜❧❡✱ ❡q✉✐❧✐❜r✐❛✳ ❋♦r ✐♥st❛♥❝❡✱
✐t ✐s ❛♥ ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠ t❤❛t ❛❧❧ ❆ ❛♥❞ ❇ t②♣❡s ✈♦t❡ ❢♦r ❆✱ ♦r ❛❧❧ ❆ ❛♥❞ ❇ t②♣❡s
✈♦t❡ ❢♦r ❇✳
✸✳✸ ❊✈♦❧✉t✐♦♥❛r② ❙t❛❜✐❧✐t② ♦❢ ❆tt❛✐♥❛❜❧❡ ❊q✉✐❧✐❜r✐❛
■♥ t❤✐s s❡❝t✐♦♥ ✇❡ st✉❞② t❤❡ ❡✈♦❧✉t✐♦♥❛r② st❛❜✐❧✐t② ♣r♦♣❡rt✐❡s ♦❢ t❤❡ t❤r❡❡
❛tt❛✐♥❛❜❧❡ ❡q✉✐❧✐❜r✐❛✳ ❲❡ s❤❛❧❧ ❛❞❛♣t t❤❡ ♥♦t✐♦♥ ♦❢ ❛♥ ❡✈♦❧✉t✐♦♥❛r② st❛✲
❜❧❡ str❛t❡❣② ✭❊❙❙✮ ✐♥ t❤❡ s❡♥s❡ ♦❢ ▼❛②♥❛r❞ ❙♠✐t❤ ❛♥❞ Pr✐❝❡ ✭✶✾✼✸✮ ❛♥❞
▼❛②♥❛r❞ ❙♠✐t❤ ✭✶✾✽✷✮ ✭s❡❡ ✭❲❡✐❜✉❧❧✱ ✶✾✾✺✱ ❉❡✜♥✐t✐♦♥ ✷✳✶✮ ❢♦r ❛ t❡①t❜♦♦❦
tr❡❛t♠❡♥t✮ ❛♥❞ P❛❧♠ ✭✶✾✽✹✮ ✭✇❤♦ ❡①t❡♥❞❡❞ t❤✐s t♦ ❣❡♥❡r❛❧ s②♠♠❡tr✐❝ ♠✉❧t✐✲
♣❧❛②❡r ❣❛♠❡s✮ t♦ t❤❡ ❝♦♥t❡①t ♦❢ ❛tt❛✐♥❛❜❧❡ str❛t❡❣② ♣r♦✜❧❡s✳ ❈♦♥s✐❞❡r ❛♥
❛tt❛✐♥❛❜❧❡ str❛t❡❣② ✭♣r♦✜❧❡✮✱ ❝❤❛r❛❝t❡r✐③❡❞ ❜② x ∈ [0, 1]✱ t❤❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② t❤❛t
❛♥ ❆ t②♣❡ ❛tt❛❝❤❡s t♦ ♣❧❛②✐♥❣ A ✭❛♥❞ ❡q✉✐✈❛❧❡♥t❧② t❤❛t ❛ ❇ t②♣❡ ❛tt❛❝❤❡s t♦
❇✮✳ ▲❡t y ∈ [0, 1] ❞❡♥♦t❡ ❛ ♠✉t❛♥t str❛t❡❣② t❤❛t ❡♥t❡rs ✇✐t❤ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ǫ > 0
❝❧♦s❡ t♦ ③❡r♦✳✽ ▲❡t wǫ = (1 − ǫ)x + ǫy ❞❡♥♦t❡ t❤❡ ♣♦st✲❡♥tr② ♠✐① ♦❢ str❛t❡✲
✼■♥❞❡❡❞ ♦❢ t❤❡ ✹✽ s❡ss✐♦♥s ✇✐t❤♦✉t ♣♦❧❧s ✐♥ t❤❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥t✱ t❤r❡❡ ❛r❡ ✇♦♥ ❜② ❝❛♥❞✐❞❛t❡
❆ ❛♥❞ t❤r❡❡ ❛r❡ ✇♦♥ ❜② ❝❛♥❞✐❞❛t❡ ❇✳ ❙❡❡ ❙❡❝t✐♦♥ ✸✳✹✳
✽❚❤r♦✉❣❤♦✉t t❤❡ ♣❛♣❡r ✇❡ s❤❛❧❧ ♦♥❧② ❝♦♥s✐❞❡r ♠✉t❛♥ts s❡♣❛r❛t❡❧② ✐♥ ❡❛❝❤ ♣♦♣✉❧❛t✐♦♥✳
❚❤❛t ✐s ✇❡ ❞♦ ♥♦t ❝♦♥s✐❞❡r ❛ ❥♦✐♥t ♠✉t❛t✐♦♥ ✐♥ t❤❡ ♣♦♣✉❧❛t✐♦♥ ♦❢ ❆ ❛♥❞ ❇ t②♣❡s ❛♥❞ ✐♥ t❤❡
♣♦♣✉❧❛t✐♦♥ ♦❢ ❈ t②♣❡s✳ ❖❢ ❝♦✉rs❡✱ ❛♥② str❛t❡❣② ♣r♦✜❧❡ t❤❛t ✇❡ ✜♥❞ t♦ ❜❡ ♥♦t ❡✈♦❧✉t✐♦♥❛r②
✾
❣✐❡s✳ ▲❡t ❣❡♥❡r❛❧❧② uA(x, z) ❞❡♥♦t❡ t❤❡ ♣❛②♦✛ t♦ ❛♥ ❆ t②♣❡ ♣❧❛②✐♥❣ str❛t❡❣②
x ∈ [0, 1] ✇❤❡♥ ❛❧❧ ❤❡r ✭s❡✈❡♥✮ ♦♣♣♦♥❡♥ts ✭r❡❝❛❧❧ t❤❛t ❈ t②♣❡s ❥✉st ♣❧❛② ❈
r❡❣❛r❞❧❡ss✮ ♣❧❛② str❛t❡❣② z ∈ [0, 1]✳ ❚❤❡♥ x ✐s ❛♥ ❊❙❙ ✐❢ ❢♦r ❛❧❧ y ∈ [0, 1] ✇✐t❤
y 6= x ✇❡ ❤❛✈❡ t❤❛t uA(x, wǫ) ≥ uA(y, wǫ)✳
Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✸✳✷✳ ❚❤❡ ♦♥❧② ❊❙❙ ❛♠♦♥❣ t❤❡ t❤r❡❡ ❛tt❛✐♥❛❜❧❡ ❡q✉✐❧✐❜r✐❛ ♦❢ t❤❡
✈♦t✐♥❣ ❣❛♠❡ ✐s x = 0.6615✳
Pr♦♦❢✿ ❚❤❡ ❛tt❛✐♥❛❜✐❧✐t② r❡str✐❝t✐♦♥ t❤❛t x ✐s t❤❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ♦❢ ❛♥ ❆✲t②♣❡
♣❧❛②✐♥❣ ❆ ❛♥❞ ❛t t❤❡ s❛♠❡ t✐♠❡ ❛❧s♦ t❤❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ♦❢ ❛ ❇✲t②♣❡ ♣❧❛②✐♥❣ ❇
❝♦✉❧❞ ❛❧s♦ ❜❡ ❤❛♥❞❧❡❞ ❜② r❡❧❛❜❡❧❧✐♥❣ ❛❧❧ ❇ t②♣❡s str❛t❡❣✐❡s ❢r♦♠ ❆ t♦ ❇ ❛♥❞
✈✐❝❡ ✈❡rs❛ ✇✐t❤ t❤❡ ❛♣♣r♦♣r✐❛t❡ tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥ ✐♥ t❡r♠s ♦❢ ✉t✐❧✐t✐❡s✳ ❚❤❡♥
t❤❡ ❛tt❛✐♥❛❜❧❡ str❛t❡❣② x ✐s s✐♠♣❧❡ ❛ s②♠♠❡tr✐❝ str❛t❡❣② ♦❢ t❤❡ r❡❧❛❜❡❧❧❡❞
❣❛♠❡✱ ✇❤✐❝❤ ✐s ♥♦✇ ❛♥ ❡✐❣❤t ♣❧❛②❡r s②♠♠❡tr✐❝ ❣❛♠❡✳ ■♥ ▲❡♠♠❛ ❆✳✶ ✐♥ t❤❡
❆♣♣❡♥❞✐① ✇❡ ♣r♦✈✐❞❡ ❛ s✐♠♣❧❡ ❡q✉✐✈❛❧❡♥t ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ❢♦r ❛ ✭♠✐①❡❞✮ str❛t❡❣②
x ∈ [0, 1] t♦ ❜❡ ❛♥ ❊❙❙ ❢♦r s✉❝❤ ❣❛♠❡s✱ ✇❤❡r❡ ❡✈❡r② ♣❧❛②❡r ❤❛s t❤❡ s❛♠❡ t✇♦
♣✉r❡ str❛t❡❣✐❡s✳ ■t ✐♠♣❧✐❡s t❤❛t✱ ✐♥ t❤❡ ♣r❡s❡♥t ❝♦♥t❡①t ❛tt❛✐♥❛❜❧❡ str❛t❡❣②
✭♣r♦✜❧❡✮ x ✐s ❛♥ ❊❙❙ ✐❢ ❛♥❞ ♦♥❧② ✐❢ ❢♦r ❛❧❧ y < x ❝❧♦s❡ t♦ x ❆ ✐s ❛ ❜❡st r❡♣❧② t♦
y ❢♦r ❛♥ ❆✲t②♣❡ ❛♥❞ ❢♦r ❛❧❧ y > x ❝❧♦s❡ t♦ x ❇ ✐s ❛ ❜❡st r❡♣❧② ❢♦r ❛♥ ❆✲t②♣❡✳
■♥ ♦r❞❡r t♦ ❝❤❡❝❦ t❤❡ ❡✈♦❧✉t✐♦♥❛r② st❛❜✐❧✐t② ♦❢ t❤❡ t❤r❡❡ ❛tt❛✐♥❛❜❧❡ ❡q✉✐❧✐❜r✐❛✱
✇❡ t❤❡r❡❢♦r❡ ♥✉♠❡r✐❝❛❧❧② ❝♦♠♣✉t❡ t❤❡ ♣❛②♦✛ ♦❢ ❛♥ ❆✲t②♣❡ ❢♦r str❛t❡❣✐❡s ❆
❛♥❞ ❇ ❛s ❛ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ x✱ t❤❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ✇✐t❤ ✇❤✐❝❤ ❛❧❧ ♦t❤❡r ❆ t②♣❡s ♣❧❛②
❆ ❛♥❞ ❛❧❧ ❇ t②♣❡s ♣❧❛② ❇✳ ❚❤✐s ✐s ❣✐✈❡♥ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✶✳
◆♦t❡ t❤❛t ✇❤❡♥ y ❡①❝❡❡❞s x = 0.6615 str❛t❡❣② ❇ ✐s ❜❡st ❢♦r ❛♥ ❆✲t②♣❡ ✭❛♥❞
❛♥❛❧♦❣♦✉s❧② str❛t❡❣② ❆ ❜❡st ❢♦r ❛ ❇ t②♣❡✮✳ ❖♥ t❤❡ ♦t❤❡r ❤❛♥❞✱ ✇❤❡♥ y ✐s
❜❡❧♦✇ x = 0.6615 str❛t❡❣② ❆ ✐s ❜❡st ❢♦r ❛♥ ❆✲t②♣❡ ✭❛♥❞ ❛♥❛❧♦❣♦✉s❧② str❛t❡❣②
❇ ❜❡st ❢♦r ❛ ❇ t②♣❡✮✳ ❚❤✉s✱ ❜② ▲❡♠♠❛ ❆✳✶✱ t❤❡ ♦♥❧② ❡✈♦❧✉t✐♦♥❛r② st❛❜❧❡
str❛t❡❣② ✐s t❤❡ ♠✐①❡❞ ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠✳✾ ◗❊❉
st❛❜❧❡ ✐s ❛❧s♦ ♥♦t ❡✈♦❧✉t✐♦♥❛r② st❛❜❧❡ ✇❤❡♥ ✇❡ ❛❧❧♦✇ ❢♦r ♠♦r❡ ❦✐♥❞s ♦❢ ♠✉t❛t✐♦♥s✳ ❙tr❛t❡❣②
♣r♦✜❧❡s t❤❛t ✇❡ ✜♥❞ t♦ ❜❡ ❡✈♦❧✉t✐♦♥❛r② st❛❜❧❡ ✭✇✐t❤✐♥ ❡❛❝❤ ♣♦♣✉❧❛t✐♦♥✮ ♠❛② ♥♦t ♥❡❝❡ss❛r✐❧②
❜❡ ❡✈♦❧✉t✐♦♥❛r② st❛❜❧❡ ✐❢ ✇❡ ❛❧❧♦✇ ❥♦✐♥t ♠✉t❛t✐♦♥s✳ ❲❡ s❤❛❧❧✱ ❤♦✇❡✈❡r✱ ♥♦t ♣✉rs✉❡ t❤✐s ♣♦✐♥t✳
✾❚❤✐s ✐s ✈❡r② s✐♠✐❧❛r t♦ t❤❡ t✇♦✲♣❧❛②❡r ❤❛✇❦✲❞♦✈❡ ❣❛♠❡✳ ■♥❞❡❡❞ t❤❡ ✉♥❢r❛♠❡❞ ✈♦t✐♥❣
❣❛♠❡ ✐s ✐♥ s♦♠❡ s❡♥s❡ ❛♥ ✽ ♣❧❛②❡r ✭t❤❡ ❈ t②♣❡s ❥✉st ❝❤♦s❡ ❈ ❛♥❞ ❝❛♥ ❜❡ ❞✐sr❡❣❛r❞❡❞✮
❤❛✇❦✲❞♦✈❡ ❣❛♠❡✳ ❚❤❡ ♦♥❧② ❞✐✛❡r❡♥❝❡ ❤❡r❡ ✐s t❤❛t t❤❡ ♣❛②♦✛ t♦ ❛♥ ❆ t②♣❡ ❢♦r ♣❧❛②✐♥❣
❆ ✐s ♥♦t ❛ ❧✐♥❡❛r ❢✉♥❝t✐♦♥ ✐♥ x ✭❜❡❝❛✉s❡ ✐t ✐s ♥♦t ❛ t✇♦✲♣❧❛②❡r ❣❛♠❡✮ ❛♥❞ ✐s ♥♦t str✐❝t❧②
❞❡❝r❡❛s✐♥❣✳
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❋✐❣✉r❡ ✶✿ P❛②♦✛s t♦ ❛♥ ❆✲t②♣❡ ❢♦r ♣❧❛②✐♥❣ ❆ ✭s♦❧✐❞ ❧✐♥❡✮ ♦r ❇ ✭❞❛s❤❡❞ ❧✐♥❡✮
❛s ❛ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ x
✸✳✹ ❊♠♣✐r✐❝❛❧ ❘❡s✉❧ts ❛♥❞ ❚❡sts
❚❤❡ ❛❝t✉❛❧ ✈♦t✐♥❣ ❜❡❤❛✈✐♦r ✐♥ t❤❡ ✹✽ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ s❡ss✐♦♥ ✇✐t❤♦✉t ♦♣✐♥✐♦♥
♣♦❧❧s ✐s ❣✐✈❡♥ ✐♥ ❚❛❜❧❡ ✷✳
❢r❛❝t✐♦♥ ♦❢ ✈♦t❡s ❝❛st ❜②
❡❛❝❤ t②♣❡ ❢♦r ❡❛❝❤ ❝❛♥❞✐❞❛t❡
❖❜s✳ ❚②♣❡ ❆ ❇ ❈ ❆❜st✳
✶✾✷ ❆ ✵✳✺✻✷✺ ✵✳✹✶✶✺ ✵✳✵✶✺✻ ✵✳✵✶✵✹
✶✾✷ ❇ ✵✳✹✷✼✶ ✵✳✺✸✻✺ ✵✳✵✶✺✻ ✵✳✵✷✵✽
✷✽✽ ❈ ✵✳✵✶✸✾ ✵✳✵✵✻✾ ✵✳✾✼✷✷ ✵✳✵✵✻✾
❚❛❜❧❡ ✷✿ ❊♠♣✐r✐❝❛❧ ❢r❡q✉❡♥❝② ♦❢ ✈♦t❡s
◆♦t❡ t❤❛t r♦✉❣❤❧② ✷✲✸✪ ♦❢ s✉❜❥❡❝ts ❝❤♦♦s❡ ❛ ✇❡❛❦❧② ❞♦♠✐♥❛t❡❞ str❛t❡❣② ✐♥
❡❛❝❤ ❣r♦✉♣ ♦❢ ✈♦t❡r t②♣❡s✳ ■❢ ✇❡ ♦♥❧② ❧♦♦❦ ❛t t❤♦s❡ s✉❜❥❡❝ts t❤❛t ❞♦ ♥♦t
❝❤♦♦s❡ ✇❡❛❦❧② ❞♦♠✐♥❛t❡❞ str❛t❡❣✐❡s ✇❡ ❣❡t t❤❡ ❡♠♣✐r✐❝❛❧ ❢r❛❝t✐♦♥s ❢♦r ✈♦t❡r
t②♣❡s ❆ ❛♥❞ ❇ ❣✐✈❡♥ ✐♥ ❚❛❜❧❡ ✸✳
❋r♦♠ t❤❡ ❡♠♣✐r✐❝❛❧ r❡s✉❧ts✱ ❣✐✈❡♥ ✐♥ ❚❛❜❧❡s ✷ ❛♥❞ ✸ ✇❡ ❝❛♥ ✐♠♠❡❞✐❛t❡❧②
r❡❥❡❝t t❤❡ ♥✉❧❧ ❤②♣♦t❤❡s❡s t❤❛t ❆ ❛♥❞ ❇ t②♣❡s ♣❧❛② ♦♥❡ ♦❢ t❤❡ ❛s②♠♠❡tr✐❝
♣✉r❡ ❡q✉✐❧✐❜r✐❛✱ ♦r ♦♥❡ ♦❢ t❤❡ s②♠♠❡tr✐❝ ♣✉r❡ ❡q✉✐❧✐❜r✐❛✳ ❚❤✐s ✐s ❡✈❡♥ tr✉❡ ✐❢
✇❡ ❛❧❧♦✇ ❢♦r ❛ s♠❛❧❧ ❡♥♦✉❣❤ ❢r❛❝t✐♦♥ ♦❢ ✏♥♦✐s❡✑ ♣❧❛②❡rs ✇❤♦ ❥✉st r❛♥❞♦♠✐③❡ ✐♥
s♦♠❡ ❛r❜✐tr❛r② ✇❛②✳ ❲❡ ♥♦✇ t✉r♥ t♦ t❡st✐♥❣ ❛tt❛✐♥❛❜✐❧✐t②✳
✶✶
❢r❛❝t✐♦♥ ♦❢ ✈♦t❡s ❝❛st ❜②
❡❛❝❤ t②♣❡ ❢♦r ❡❛❝❤ ❝❛♥❞✐❞❛t❡
❖❜s✳ ❚②♣❡ ❆ ❇
✶✽✼ ❆ ✵✳✺✼✼✺ ✵✳✹✷✷✺
✶✽✺ ❇ ✵✳✹✹✸✷ ✵✳✺✺✻✽
❚❛❜❧❡ ✸✿ ❊♠♣✐r✐❝❛❧ ❢r❡q✉❡♥❝② ♦❢ ✈♦t❡s ♦❢ ❆ ❛♥❞ ❇ t②♣❡s ❛♠♦♥❣ ❛❧❧ ♥♦♥✲
❞♦♠✐♥❛t❡❞ ✈♦t❡s
❚❡st ✸✳✶✳ ❚❤❡ ♥✉❧❧ ❤②♣♦t❤❡s✐s ♦❢ ❛tt❛✐♥❛❜✐❧✐t②✱ ✐✳❡✳ xA(A) = xB(B)✱ ✉s✐♥❣ ❛
χ2 t❡st ♦❢ ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥❝❡✱ ❝❛♥♥♦t ❜❡ r❡❥❡❝t❡❞ ❛t t❤❡ ✺✪ ❧❡✈❡❧ ♦❢ s✐❣♥✐✜❝❛♥❝❡✳ ■t
♣r♦❞✉❝❡s ❛ ♣✲✈❛❧✉❡ ♦❢ 0.8396 ✭χ2 = 0.8411✮✳
◆♦t❡ t❤❛t ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ♣❡r❢♦r♠ ❛ χ2 t❡st ♦❢ ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥❝❡ ✇❡ ♥❡❡❞ t♦ ✜rst
r❡❧❛❜❡❧ t❤❡ str❛t❡❣✐❡s t♦ t❛❦❡ ❛❝❝♦✉♥t ♦❢ t❤❡ s②♠♠❡tr② r❡str✐❝t✐♦♥s✳ ❚❤❡
r❡s✉❧t ✐s ❣✐✈❡♥ ✐♥ ❚❛❜❧❡ ✹✳ ❲❡ ❝❛♥ t❤❡♥ ♣❡r❢♦r♠ t❤❡ t❡st ❛♥❞ ♦❜t❛✐♥ ❛ ♣✲✈❛❧✉❡
♦❢ 0.8396✳
❢r❛❝t✐♦♥ ♦❢ ✈♦t❡s ❝❛st ❜②
❡❛❝❤ t②♣❡ ❢♦r ❡❛❝❤ ❝❛♥❞✐❞❛t❡
❖❜s✳ ❚②♣❡ ❢❛✈♦r✐t❡ s❡❝♦♥❞ ❢❛✈♦r✐t❡ ❈ ❆❜st✳
✶✾✷ ❆ ✵✳✺✻✷✺ ✵✳✹✶✶✺ ✵✳✵✶✺✻ ✵✳✵✶✵✹
✶✾✷ ❇ ✵✳✺✸✻✺ ✵✳✹✷✼✶ ✵✳✵✶✺✻ ✵✳✵✷✵✽
❚❛❜❧❡ ✹✿ ❊♠♣✐r✐❝❛❧ ❢r❡q✉❡♥❝② ♦❢ r❡❧❛❜❡❧❧❡❞ ✈♦t❡s ❢♦r ❆ ❛♥❞ ❇ t②♣❡s
❚❡st ✸✳✶ ✐s✱ t❤✉s✱ ❛❧s♦ ❛ t❡st ♦❢ t❤❡ ♥✉❧❧ ♦❢ t❤❡ ❛❜s❡♥❝❡ ♦❢ ❛ ❜❛❧❧♦t ♣♦s✐t✐♦♥
❡✛❡❝t✳ ❆s ✐t ❝❛♥♥♦t ❜❡ r❡❥❡❝t❡❞✱ t❤❡r❡ ✐s ♥♦ ❡✈✐❞❡♥❝❡✱ ✐♥ t❤❡ ✈♦t✐♥❣ ❣❛♠❡✱
t❤❛t ♣❧❛②❡rs ❝♦♥❞✐t✐♦♥ t❤❡✐r str❛t❡❣② ♦♥ t❤❡ ❜❛❧❧♦t ♣♦s✐t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❝❛♥❞✐❞❛t❡s✳
❚❤✐s ✐s ✐♥ ❛❣r❡❡♠❡♥t ✇✐t❤ t❤❡ ✜♥❞✐♥❣ ♦❢ ❋♦rs②t❤❡✱ ▼②❡rs♦♥✱ ❘✐❡t③✱ ❛♥❞ ❲❡❜❡r
✭✶✾✾✸✮✳
❲❡ ❝❛♥ ♥♦✇ t❡st t❤❡ ♥✉❧❧ t❤❛t ❆ ❛♥❞ ❇ t②♣❡s ✭t❤♦s❡ t❤❛t ❞♦ ♥♦t ♣❧❛② ❞♦♠✐✲
♥❛t❡❞ str❛t❡❣✐❡s✮ ♦♥ ❛✈❡r❛❣❡ ♣❧❛② t❤❡ ❡✈♦❧✉t✐♦♥❛r② st❛❜❧❡ str❛t❡❣② x = 0.6615✳
❲❤✐❧❡ t❤❡ ❡♠♣✐r✐❝❛❧ ❢r❡q✉❡♥❝② ♦❢ 0.5672 ✭❛✈❡r❛❣❡ ❛❝r♦ss t❤❡ t✇♦ t②♣❡s✮ ✐s ♥♦t
✈❡r② ❢❛r ❢r♦♠ t❤❡ ❤②♣♦t❤❡s✐③❡❞ x = 0.6615✱ t❤❡ ♥✉❧❧ ♦❢ x = 0.6615 ❝❛♥ ♥❡✈❡r✲
t❤❡❧❡ss ❜❡ r❡❥❡❝t❡❞ ❛t t❤❡ ✺✪ ❧❡✈❡❧ ♦❢ s✐❣♥✐✜❝❛♥❝❡✳
❚❡st ✸✳✷✳ ❚❤❡ ♥✉❧❧ ❤②♣♦t❤❡s✐s ♦❢ ❊❙❙ ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠ ♣❧❛②✱ ✐✳❡✳ xA(A) = xB(B) =
x = 0.6615✱ ✉s✐♥❣ ❛♥ ❡①❛❝t ❜✐♥♦♠✐❛❧ t❡st ♠✉st ❜❡ r❡❥❡❝t❡❞ ❛t t❤❡ ✺✪ ❧❡✈❡❧ ♦❢
s✐❣♥✐✜❝❛♥❝❡✳ ■t ♣r♦❞✉❝❡s ❛ ♣✲✈❛❧✉❡ ♦❢ 0.0002✳
✶✷
■♥ t❤✐s t❡st ✇❡ ❛r❡ ✉s✐♥❣ t❤❡ ♣♦♦❧❡❞ ❞❛t❛ ❢♦r ❜♦t❤ ❆ ❛♥❞ ❇ t②♣❡s✳
❊✈❡♥ t❤♦✉❣❤ t❤❡ ♥✉❧❧ ❤②♣♦t❤❡s✐s ♦❢ t❤❡ ❡✈♦❧✉t✐♦♥❛r② st❛❜❧❡ ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠ ♣r♦❜✲
❛❜✐❧✐t② x = 0.6615 ✐s r❡❥❡❝t❡❞✱ t❤✐s t❤❡♦r② ✐s ♥❡✈❡rt❤❡❧❡ss ♥♦t s♦ ✈❡r② ❢❛r ❢r♦♠
✏❡①♣❧❛✐♥✐♥❣✑ t❤❡ ❞❛t❛✳ ■♥ ♦r❞❡r t♦ s❡❡ t❤✐s ✇❡ ✐❞❡♥t✐❢② ❛❧❧ ♣♦ss✐❜❧❡ x ∈ [0, 1]
t❤❛t ✇♦✉❧❞ ✏❡①♣❧❛✐♥✑ t❤❡ ❞❛t❛ ❜❡tt❡r✳ ❚❤❛t ✐s ✇❡ ✐❞❡♥t✐❢② t❤♦s❡ ✈❛❧✉❡s ♦❢
x ∈ [0, 1] t❤❛t ♣r♦❞✉❝❡ ❛ ❤✐❣❤❡r ❧✐❦❡❧✐❤♦♦❞ ♦❢ t❤❡ ❞❛t❛ t❤❛♥ t❤❡ ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠
✈❛❧✉❡ x = 0.6615✳ ❖♥❡ ✇❛② t♦ ❛tt❡♠♣t t❤✐s ✇♦✉❧❞ ❜❡ t♦ ❝♦♠♣✉t❡ t❤❡ ❜✐♥♦♠✐❛❧
❧✐❦❡❧✐❤♦♦❞ ♦❢ ✷✶✶ ✏s✉❝❝❡ss❡s✑ ✭✐✳❡✳ ❛♥ ❆ t②♣❡ ❝❤♦♦s✐♥❣ ❆✱ ❛ ❇ t②♣❡ ❝❤♦♦s✐♥❣
❇✮ ❛♠♦♥❣ ✸✼✷ ✏tr✐❛❧s✑✳ ❚❤✐s ✐s ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧❧② ✐♥❢❡❛s✐❜❧❡✳ ■♥ s♦♠❡ s❡♥s❡
t❤✐s ✐s ❛❧s♦ ✐♥❝♦rr❡❝t✳ ❚❤❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥t ❛❝t✉❛❧❧② ♣r♦❞✉❝❡s ❞❛t❛ s❡♣❛r❛t❡❧② ❢♦r
❡❛❝❤ s❡ss✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ✽ ♣❧❛②❡r ❣❛♠❡ ✭❜❡t✇❡❡♥ ❆ ❛♥❞ ❇ t②♣❡s ❛ss✉♠✐♥❣ ❈ t②♣❡s
♣❧❛② ❈✮✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ✇❡ ❞♦ ♥♦t ❤❛✈❡ t❤✐s ❞❡t❛✐❧❡❞ ❞❛t❛✳ ■♥st❡❛❞ ✇❡ ♣❡r❢♦r♠ ❛
❜♦♦tstr❛♣✱ ✇❤❡r❡ ✇❡ s✐♠✉❧❛t❡ t❤❡ ✹✽ s❡ss✐♦♥s ✶✵✵✵ t✐♠❡s ❛♥❞ ❝♦♠♣✉t❡ t❤❡
❧✐❦❡❧✐❤♦♦❞ ✐♥ ❡❛❝❤ ❝❛s❡ ❛♥❞ ❝♦♠♣✉t❡ t❤❡ ❛✈❡r❛❣❡✳ ❲❡ ✜♥❞ t❤❛t t❤❡ s❡t ♦❢
t❤❡♦r✐❡s ✏❜❡tt❡r t❤❛♥✑ t❤❡ ❡✈♦❧✉t✐♦♥❛r② st❛❜❧❡ ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠ t❤❡♦r② ✐s ❛♣♣r♦①✲
✐♠❛t❡❧② t❤❡ ✐♥t❡r✈❛❧ ✭✵✳✹✽✺✶✱ ✵✳✻✻✶✺✮ ❢♦r x✱ ✇❤✐❝❤ r❡♣r❡s❡♥ts ❛♣♣r♦①✐♠❛t❡❧②
✶✻✳✻✻✪ ♦❢ t❤❡ ③❡r♦✲♦♥❡ ✐♥t❡r✈❛❧✳
✸✳✺ ❘✐s❦ ❛✈❡rs❡ ♣❧❛②❡rs
❙♦ ❢❛r ✐♥ t❤✐s ❙❡❝t✐♦♥ ✇❡ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ❛s t❤❡ ✏st❛♥❞❛r❞ ❡❝♦♥♦♠✐❝ t❤❡♦r②✑ t❤❛t
❛❧❧ ♣❧❛②❡rs ❤❛✈❡ ❛✣♥❡ ♣r❡❢❡r❡♥❝❡s ♦✈❡r ♠♦♥❡②✳ ■♥ ♣❛rt✐❝✉❧❛r ❢♦r ❆ ❛♥❞ ❇
t②♣❡s ✇❡ ♣♦st✉❧❛t❡❞ ♣❛②♦✛s ♦❢ u(m) = m✱ ✇❤❡r❡ m ∈ {1.2, 0.9, 0.2} t❤❡ t❤r❡❡
♣♦ss✐❜❧❡ ❞✐st✐♥❝t ♣❛②♦✛s t❤❡s❡ t②♣❡s ❝❛♥ r❡❝❡✐✈❡ ✭s❡❡ ❚❛❜❧❡ ✶✮✳ ❖♥❡ ♠✐❣❤t ❝❛❧❧
s✉❝❤ ♣❧❛②❡rs r✐s❦✲♥❡✉tr❛❧✳
❖♥❡ ❝♦✉❧❞✱ ❤♦✇❡✈❡r✱ ✐♥ ♣r✐♥❝✐♣❧❡ ❡♥✈✐s✐♦♥ t❤❛t ♣❧❛②❡rs ❞♦ ♥♦t ❤❛✈❡ s✉❝❤ ❛✣♥❡
♣r❡❢❡r❡♥❝❡s ♦✈❡r ♠♦♥❡②✳ ❲❡ ❝♦✉❧❞✱ ❢♦r ❡①❛♠♣❧❡✱ ✜① t❤❛t u(1.2) = 1.2 ❛♥❞
u(0.2) = 0.2 ❜✉t ❝❤♦♦s❡ u(0.9) s♦♠❡✇❤❡r❡ ❜❡t✇❡❡♥ 0.2 ❛♥❞ 1.2✳ ❆ ♣❡rs♦♥ ✇✐t❤
u(0.9) > 0.9 ❝♦✉❧❞ t❤❡♥ ❜❡ s❛✐❞ t♦ ❜❡ r✐s❦✲❛✈❡rs❡ ❛♥❞ ♦♥❡ ✇✐t❤ u(0.9) < 0.9
✇♦✉❧❞ ❜❡ r✐s❦✲❧♦✈✐♥❣✳✶✵ ■♥ t❤❡ ♣r❡s❡♥t ❝♦♥t❡①t ♦♥❡ ❝♦✉❧❞ ❛❧s♦ ✐♠❛❣✐♥❡ ❛♥♦t❤❡r
r❡❛s♦♥ ✇❤② ❛ ♣❡rs♦♥ ♠✐❣❤t ❤❛✈❡ ❛ u(0.9) > 0.9✳ ❙✉❝❤ ❛ ♣❡rs♦♥✱ ✐♥ ♣❧❛❝❡ ♦❢
❛♥ ❆ ♦r ❇ t②♣❡✱ ♠✐❣❤t ❝♦♥s✐❞❡r t❤❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥t ♠♦st❧② ❛ ❝❤❛❧❧❡♥❣❡ t♦ ❛❝❤✐❡✈❡
❝♦♦r❞✐♥❛t✐♦♥ ❢♦r ❆ ♦r ❇✱ ❛♥❞ ♥♦t ❛❝t✉❛❧❧② ❝❛r❡ t♦♦ ♠✉❝❤ ❛❜♦✉t t❤❡ ♠♦♥❡②
✶✵❚❤❡r❡ ✐s ♣❧❡♥t② ♦❢ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ ❡✈✐❞❡♥❝❡ t❤❛t ♣❡♦♣❧❡ ❛r❡ r✐s❦ ❛✈❡rs❡ ❡✈❡♥ ♦✈❡r s♠❛❧❧
❣❛♠❜❧❡s ✭s❡❡ ❡✳❣✳ ❍♦❧t ❛♥❞ ▲❛✉r② ✭✷✵✵✷✮✱ ❇❛r❜❡r✐s✱ ❍✉❛♥❣✱ ❛♥❞ ❚❤❛❧❡r ✭✷✵✵✻✮✱ ❛♥❞ ❍❛rr✐s♦♥
❛♥❞ ❘✉tströ♠ ✭✷✵✵✽✮✮✳ ❚❤✐s ✐s ♥♦r♠❛t✐✈❡❧② ♥♦t ✈❡r② ❛♣♣❡❛❧✐♥❣ ❛s s✉❝❤ ♣❡♦♣❧❡ ✇♦✉❧❞ ❤❛✈❡
t♦ ❜❡ ✐♠♣❧❛✉s✐❜❧② ❡①tr❡♠❡❧② r✐s❦ ❛✈❡rs❡ ♦✈❡r ❧❛r❣❡r ❣❛♠❜❧❡s ✭s❡❡ ❡✳❣✳ ❘❛❜✐♥ ✭✷✵✵✵✮✮✳
✶✸
✐♥✈♦❧✈❡❞✳
Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✸✳✸✳ ❚❤❡ ✈♦t✐♥❣ ❣❛♠❡ ✇✐t❤ ♣r❡❢❡r❡♥❝❡s ❢♦r ❆ ❛♥❞ ❇ t②♣❡s ♦❢
u(0.2) = 0.2 ❛♥❞ u(1.2) = 1.2 ❛♥❞ u(0.9) = 1.0722 ❤❛s ❛ ✉♥✐q✉❡ ✉♥❞♦♠✐♥❛t❡❞
❛tt❛✐♥❛❜❧❡ ❊❙❙ ✇✐t❤ ❛ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ♦❢ ❆ t②♣❡s ♣❧❛②✐♥❣ ❆ ✭❛♥❞ ❇ t②♣❡s ♣❧❛②✐♥❣
❇✮ ♦❢ x = 0.5672✳
❚❤❡ ♣r♦♦❢ ♦❢ t❤✐s ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥ ✐s ♦♠✐tt❡❞✳ ■t ❢♦❧❧♦✇s t❤❡ s❛♠❡ st❡♣s ❛s t❤❡
♣r♦♦❢s ♦❢ Pr♦♣♦s✐t✐♦♥s ✸✳✶ ❛♥❞ ✸✳✷✳
Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✸✳✸✱ t❤✉s✱ st❛t❡s t❤❛t t❤❡ ✈♦t✐♥❣ ❣❛♠❡ ❝❛♥ ❜❡ ❝❛❧✐❜r❛t❡❞ ❛s t♦ ❣❡♥✲
❡r❛t❡ ❛ ✉♥✐q✉❡ ✉♥❞♦♠✐♥❛t❡❞ ❛tt❛✐♥❛❜❧❡ ❊❙❙ t♦ ♣❡r❢❡❝t❧② ♠❛t❝❤ t❤❡ ♦❜s❡r✈❡❞
❛✈❡r❛❣❡ ❢r❡q✉❡♥❝② x = 0.5672 ♦❢ ❆ t②♣❡s ♣❧❛②✐♥❣ ❆ ❛♥❞ ❇ t②♣❡s ♣❧❛②✐♥❣ ❇✳
✹ ❖♣✐♥✐♦♥ P♦❧❧s ❜❡❢♦r❡ ❱♦t✐♥❣
■♥ t❤✐s s❡❝t✐♦♥ ✇❡ st✉❞② t❤❡ ♦♣✐♥✐♦♥ ♣♦❧❧ ❣❛♠❡ ✇✐t❤ t❤❡ ✉♥❞❡rst❛♥❞✐♥❣ t❤❛t✱
❛❢t❡r t❤❡ ♦♣✐♥✐♦♥ ♣♦❧❧ r❡s✉❧ts ❛r❡ ♣✉❜❧✐❝❧② ❛♥♥♦✉♥❝❡❞✱ t❤❡ ✈♦t✐♥❣ ❣❛♠❡ ✐s
♣❧❛②❡❞✳
✹✳✶ ❚❤❡ ●❛♠❡
❚❤✐s ❣❛♠❡ ✐s✱ t❤✉s✱ ❛ t✇♦ st❛❣❡ ❣❛♠❡ ✇✐t❤ ✶✹ ♣❧❛②❡rs✱ ✹ ❆ ❛♥❞ ✹ ❇ t②♣❡s ❛♥❞
✻ ❈ t②♣❡s✳ ❚❤❡r❡ ❛r❡ ♠❛♥② ♣♦ss✐❜❧❡ str❛t❡❣✐❡s ✐♥ t❤✐s t✇♦ st❛❣❡ ❣❛♠❡✳ ❊✈❡r②
s✐♥❣❧❡ ♣❧❛②❡r ❤❛s t♦ ❝❤♦♦s❡ ♦♥❡ ♦❢ ❢♦✉r ❛❝t✐♦♥s ✭✈♦t❡ ❢♦r ❆✱ ✈♦t❡ ❢♦r ❇✱ ✈♦t❡
❢♦r ❈✱ ♦r ❛❜st❛✐♥✮ ✐♥ t❤❡ ✜rst✱ t❤❡ ♦♣✐♥✐♦♥ ♣♦❧❧✱ st❛❣❡✳ ❚❤❡♥✱ ❢♦r t❤❡ s❡❝♦♥❞
st❛❣❡✱ t❤❡ ♣❧❛②❡rs ❤❛✈❡ t♦ ❝❤♦♦s❡ ❛ ❝♦♥t✐♥❣❡♥t ♣❧❛♥ ♦❢ ✈♦t✐♥❣ ❢♦r ❆✱ ❇✱ ♦r ❈✱
♦r ❝❤♦♦s✐♥❣ t♦ ❛❜st❛✐♥ ❢♦r ❡✈❡r② ♣♦ss✐❜❧❡ ♦✉t❝♦♠❡ ♦❢ t❤❡ ♦♣✐♥✐♦♥ ♣♦❧❧ st❛❣❡✳
P❛②♦✛s ❞❡♣❡♥❞ ♦♥❧② ♦♥ ✇❤✐❝❤ ❝❛♥❞✐❞❛t❡ ✉❧t✐♠❛t❡❧② ✇✐♥s t❤❡ ❡❧❡❝t✐♦♥ ❛♥❞ ❛r❡
❣✐✈❡♥ ❛s ✐♥ ❚❛❜❧❡ ✶✳
✹✳✷ ❆tt❛✐♥❛❜❧❡ ❊q✉✐❧✐❜r✐❛
●✐✈❡♥ t❤❛t t❤❡ ✈♦t✐♥❣ ❣❛♠❡ ❤❛s ♠✉❧t✐♣❧❡ ❡q✉✐❧✐❜r✐❛✱ t❤❡ t✇♦✲st❛❣❡ ❣❛♠❡ ❤❛s
♠❛♥② s✉❜❣❛♠❡ ♣❡r❢❡❝t ❡q✉✐❧✐❜r✐❛✳ ■♥ ❢❛❝t ❡✈❡♥ t❤❡ ✉♥❢r❛♠❡❞ ❣❛♠❡ ❤❛s ♠❛♥②
✶✹
❛tt❛✐♥❛❜❧❡ s✉❜❣❛♠❡ ♣❡r❢❡❝t ❡q✉✐❧✐❜r✐❛✳ ❲❡ ❤❡r❡ ❢♦❧❧♦✇ t❤❡ ❛r❣✉♠❡♥t ✐♥ ❆♥✲
❞♦♥✐❡ ❛♥❞ ❑✉③♠✐❝s ✭✷✵✶✷✮ t♦ r❡str✐❝t ❛tt❡♥t✐♦♥ t♦ ❛ s♠❛❧❧ s✉❜s❡t ♦❢ ❛tt❛✐♥❛❜❧❡
❡q✉✐❧✐❜r✐❛✳ ❚❤✐s r❡str✐❝t✐♦♥ ✐s ❛❧s♦ ❥✉st✐✜❡❞ ❡♠♣✐r✐❝❛❧❧② ❛s ✇❡ s❤❛❧❧ s❡❡ ❜❡❧♦✇✳
◆♦t❡ ✜rst t❤❛t ❛♥ ❛tt❛✐♥❛❜❧❡ ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠ ♦❢ t❤❡ ✉♥❢r❛♠❡❞ t✇♦✲st❛❣❡ ❣❛♠❡
r❡q✉✐r❡s t❤❛t ❛❢t❡r ❛ t✐❡ ❜❡t✇❡❡♥ ❆ ❛♥❞ ❇ ✐♥ t❤❡ ♦♣✐♥✐♦♥ ♣♦❧❧ ❛♥ ❛tt❛✐♥❛❜❧❡
❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠ ♦❢ t❤❡ ✉♥❢r❛♠❡❞ ✈♦t✐♥❣ ❣❛♠❡ ❤❛s t♦ ❜❡ ♣❧❛②❡❞✳ ❲❤❡♥❡✈❡r t❤❡r❡
✐s ♥♦ t✐❡ ❜❡t✇❡❡♥ ❆ ❛♥❞ ❇ ✐♥ t❤❡ ♣♦❧❧✐♥❣ st❛❣❡✱ t❤❡r❡ ✐s ♥♦ s✉❝❤ r❡str✐❝t✐♦♥✱
❡①❝❡♣t t❤❛t ✇❤❛t❡✈❡r ✈♦t✐♥❣ ❜❡❤❛✈✐♦r ❢♦❧❧♦✇s ❛ ❝❡rt❛✐♥ ✉♥❡q✉❛❧ ❆✲❇ ♣♦❧❧✐♥❣
♦✉t❝♦♠❡✱ t❤❡ ✈♦t✐♥❣ ❜❡❤❛✈✐♦r ❛❢t❡r t❤❡ ♣❡r♠✉t❛t✐♦♥ ♦❢ t❤✐s ♣♦❧❧✐♥❣ ♦✉t❝♦♠❡
♣❡r♠✉t✐♥❣ ❆ ❛♥❞ ❇✱ ❤❛s t♦ ❜❡ t❤❡ ♣❡r♠✉t❡❞ ✈♦t✐♥❣ ♦✉t❝♦♠❡✳ ❋♦r ❞❡t❛✐❧s s❡❡
❆♥❞♦♥✐❡ ❛♥❞ ❑✉③♠✐❝s ✭✷✵✶✷✮✳
❖❢ ❛❧❧ t❤❡s❡ ♣♦ss✐❜❧❡ ❛tt❛✐♥❛❜❧❡ s✉❜❣❛♠❡ ❝♦♥t✐♥✉❛t✐♦♥s t❤❡ ✏s✐♠♣❧❡st✑ ❛♥❞
♣❡r❤❛♣s ♠♦st ❢♦❝❛❧ s❡❡♠s t♦ ❜❡ s✉❝❤ t❤❛t ✇❤❡♥❡✈❡r ❆ ❤❛s ♠♦r❡ ✈♦t❡s t❤❛♥
❇ ✐♥ t❤❡ ♦♣✐♥✐♦♥ ♣♦❧❧✱ ❆ ✐s ❝❤♦s❡♥ ❜② ❛❧❧ ❆ ❛♥❞ ❇ t②♣❡s ✐♥ t❤❡ ✈♦t✐♥❣ st❛❣❡✱
❛♥❞ ✇❤❡♥❡✈❡r ❇ ❤❛s ♠♦r❡ ✈♦t❡s t❤❛♥ ❆ ✐♥ t❤❡ ♦♣✐♥✐♦♥ ♣♦❧❧✱ t❤❡♥ ❇ ✐s ❝❤♦s❡♥
❜② ❛❧❧ ❆ ❛♥❞ ❇ t②♣❡s ✐♥ t❤❡ ✈♦t✐♥❣ st❛❣❡✳ ❚❤✐s ✐s ❛❧s♦ t❤❡ ❛ss✉♠❡❞ s✉❜❣❛♠❡
❝♦♥t✐♥✉❛t✐♦♥ ♣❧❛② ✐♥ ❆♥❞♦♥✐❡ ❛♥❞ ❑✉③♠✐❝s ✭✷✵✶✷✮✳
■♥ ❢❛❝t t❤✐s ❛ss✉♠♣t✐♦♥ ✐s ❛❧s♦ s♦♠❡✇❤❛t ❥✉st✐✜❡❞ ❜② t❤❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥t ❛s ❚❛❜❧❡
✺ ✐❧❧✉str❛t❡s✳✶✶
❢r❛❝t✐♦♥ ♦❢ ❡❧❡❝t✐♦♥s ✇♦♥ ❜②
❖❜s✳ ❆ ❇ ❈
❆ ❧❡❛❞s ❇ ✷✹ ✵✳✽✼✺✵ ✵ ✵✳✶✷✺✵
P♦❧❧ ❘❛♥❦✐♥❣ ❆✲❇✲❚✐❡ ✶✶ ✵✳✵✾✵✾ ✵ ✵✳✾✵✾✶
❇ ❧❡❛❞s ❆ ✶✸ ✵ ✵✳✼✻✾✷ ✵✳✷✸✵✽
◆♦ P♦❧❧s ✈s✳ ♥♦ ♣♦❧❧s ✹✽ ✵✳✵✻✷✺ ✵✳✵✻✷✺ ✵✳✽✼✺✵
P♦❧❧s ✇✐t❤ ❚✐❡ ♣♦❧❧s ❛♥❞ t✐❡s ✶✶ ✵✳✵✾✵✾ ✵ ✵✳✾✵✾✶
❚❛❜❧❡ ✺✿ P♦❧❧s ❞❡t❡r♠✐♥❡ t❤❡ ❡❧❡❝t✐♦♥ ♦✉t❝♦♠❡
❲❡ ♥♦✇ t✉r♥ t♦ t❤❡ q✉❡st✐♦♥ ✇❤❛t ✈♦t✐♥❣ ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠ ✇✐❧❧ ❜❡ ♣❧❛②❡❞ ❛❢t❡r ❛ t✐❡
✐♥ t❤❡ ♦♣✐♥✐♦♥ ♣♦❧❧ ❜❡t✇❡❡♥ ❆ ❛♥❞ ❇ t②♣❡s✳ ❋♦r t❤✐s s✉❜❣❛♠❡✱ ❛tt❛✐♥❛❜✐❧✐t②
♦❢ t❤❡ ✉♥❢r❛♠❡❞ t✇♦ st❛❣❡ ❣❛♠❡ r❡q✉✐r❡s ❛♥ ❛tt❛✐♥❛❜❧❡ ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠ ♦❢ t❤❡
✉♥❢r❛♠❡❞ ✈♦t✐♥❣ ❣❛♠❡ t♦ ❜❡ ♣❧❛②❡❞✳ ❚❤❡r❡ ❛r❡✱ ❤♦✇❡✈❡r✱ t❤r❡❡ s✉❝❤ ❡q✉✐❧✐❜r✐❛
❛s ✇❡ s❛✇ ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✸✳✷✳ ❯♥❢♦rt✉♥❛t❡❧② ✇❡ ❞♦ ♥♦t ❤❛✈❡ t❤❡ ❞❡t❛✐❧❡❞ ❞❛t❛ ❢♦r
t❤❡ ❜❡❤❛✈✐♦r ♦❢ ✈♦t❡rs ✐♥ t❤✐s ❝❛s❡✱ ❜✉t ✇❡ ❞♦ s❡❡ ❢r♦♠ ❚❛❜❧❡ ✺ t❤❛t s♦♠❡t✐♠❡s
✶✶❖♥❡ s❤♦✉❧❞ ❛❧s♦ ♥♦t❡ t❤❛t ✇❤❛t ♠❛tt❡rs t♦ ♣❧❛② ✐♥ t❤❡ ✜rst✱ t❤❡ ♦♣✐♥✐♦♥ ♣♦❧❧✱ st❛❣❡✱
✐s ✇❤❛t ♣❧❛②❡rs ❡①♣❡❝t t❤❡ ❝♦♥t✐♥✉❛t✐♦♥ ♣❧❛② t♦ ❜❡ ✐♥ ❛❧❧ ♣♦ss✐❜❧❡ s✉❜❣❛♠❡s✳
✶✺
✭✐♥ ❢❛❝t ❡①❛❝t❧② ♦♥❝❡ ✐♥ ❡❧❡✈❡♥ ❝❛s❡s✮ t❤❡ ❆ ❝❛♥❞✐❞❛t❡ ✇❛s ❡❧❡❝t❡❞ ❛❢t❡r ❛ t✐❡
❜❡t✇❡❡♥ ❆ ❛♥❞ ❇ ✐♥ t❤❡ ♣♦❧❧s✳✶✷ ❚❤✐s ✐s ♥♦t ♣♦ss✐❜❧❡ ✐♥ t❤❡ t✇♦ ♣✉r❡ str❛t❡❣②
❛tt❛✐♥❛❜❧❡ ❡q✉✐❧✐❜r✐❛ ♦❢ t❤❡ ✈♦t✐♥❣ ❣❛♠❡✱ ❜✉t ✐s ❝♦♥s✐st❡♥t ✇✐t❤ t❤❡ ♠✐①❡❞
str❛t❡❣② ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠✳ ❚❤✐s ✐s ❛❧s♦ t❤❡ ♠♦st ♣r❡❢❡rr❡❞ ❛tt❛✐♥❛❜❧❡ ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠
❢♦r t❤❡ ❣r♦✉♣ ♦❢ ❆ ❛♥❞ ❇ ✈♦t❡rs ❛♥❞ t❤❡ ♦♥❧② ❡✈♦❧✉t✐♦♥❛r② st❛❜❧❡ ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠
✐♥ t❤❡ ✈♦t✐♥❣ ❣❛♠❡ ✭s❡❡ ♣r❡✈✐♦✉s s❡❝t✐♦♥✮✳ ❲❡✱ t❤✉s✱ ❛ss✉♠❡ t❤❛t t❤✐s ✐s
t❤❡ ✈♦t✐♥❣ ❜❡❤❛✈✐♦r t❤❛t t❤❡ ♣❧❛②❡rs ❢♦r❡s❡❡ ❢♦r t❤❡ s❡❝♦♥❞ st❛❣❡ ✇❤❡♥ t❤❡②
♣❛rt✐❝✐♣❛t❡ ✐♥ t❤❡ ♦♣✐♥✐♦♥ ♣♦❧❧ ✐♥ t❤❡ ✜rst st❛❣❡✳
❲❡ s❤❛❧❧ t❡r♠ t❤❡ ❜❡❤❛✈✐♦r ❞❡s❝r✐❜❡❞ ✐♥ t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s t✇♦ ♣❛r❛❣r❛♣❤s t❤❡
❢♦❝❛❧ ✈♦t✐♥❣ ❜❡❤❛✈✐♦r✳
❍❛✈✐♥❣ s♦❧✈❡❞ ✭♦r ❛ss✉♠❡❞ ❜❡❤❛✈✐♦r ❢♦r✮ t❤❡ s❡❝♦♥❞ st❛❣❡ ✈♦t✐♥❣ ❣❛♠❡ ❢♦r
❡✈❡r② s✉❜❣❛♠❡✱ ✇❡ ❝❛♥ ✇r✐t❡ t❤❡ ✜rst st❛❣❡ ♦♣✐♥✐♦♥ ♣♦❧❧ ❣❛♠❡ ✐♥ r❡❞✉❝❡❞ ❢♦r♠✳
◆♦t❡ t❤❛t✱ ✉♥❞❡r t❤❡ ❣✐✈❡♥ ❛ss✉♠♣t✐♦♥s ❛❜♦✉t s✉❜❣❛♠❡ ❜❡❤❛✈✐♦r✱ ❝❤♦♦s✐♥❣ t♦
❛❜st❛✐♥ ✐♥ t❤❡ ♦♣✐♥✐♦♥ ♣♦❧❧ ✐s ❡q✉✐✈❛❧❡♥t t♦ st❛t✐♥❣ ❈ ❢♦r ❛❧❧ t②♣❡s ♦❢ ♣❧❛②❡rs✳
❚❤✉s✱ ❡❛❝❤ ♣❧❛②❡r ♦❢ ❡❛❝❤ t②♣❡ ❤❛s t❤r❡❡ ❞✐st✐♥❝t ♣✉r❡ str❛t❡❣✐❡s✿ st❛t❡ ❛
♣r❡❢❡r❡♥❝❡ ❢♦r ❆✱ ❇✱ ♦r ❈✳ ❚❤❡ ✉❧t✐♠❛t❡ ♣❛②♦✛s ❞❡♣❡♥❞ ♦♥❧② ♦♥ ✇❤❡t❤❡r ❆ ♦r
❇ ❤❛s ♠♦r❡ ✈♦t❡s ✐♥ t❤❡ ♣♦❧❧ ♦r ✇❤❡t❤❡r t❤❡r❡ ✐s t✐❡ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ t✇♦ ✐♥ t❤❡
♣♦❧❧✳ ❚❤❡s❡ ♣❛②♦✛s ❛r❡ s✉♠♠❛r✐③❡❞ ✐♥ ❚❛❜❧❡ ✻✳
t♦t❛❧ ♥✉♠❜❡r ✈♦t❡r t②♣❡
P♦❧❧ ❘❛♥❦✐♥❣
❆ ❧❡❛❞s ❇ ❇ ❧❡❛❞s ❆ ❆✲❇✲❚✐❡
✹ ❆ ✩ ✶✳✷✵ ✩ ✵✳✾✵ ✩ ✵✳✸✸
✹ ❇ ✩ ✵✳✾✵ ✩ ✶✳✷✵ ✩ ✵✳✸✸
✻ ❈ ✩ ✵✳✹✵ ✩ ✵✳✹✵ ✩ ✶✳✷✹
❚❛❜❧❡ ✻✿ P❛②♦✛s ✐♥ t❤❡ ♣♦❧❧✐♥❣ ❣❛♠❡ ❛s ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♣♦❧❧ ♦✉t❝♦♠❡
❲❡ ❝❛♥✱ t❤❡♥✱ ✜♥❛❧❧② t✉r♥ t♦ t❤❡ ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠ ❛♥❛❧②s✐s ♦❢ t❤❡ ❜❡❤❛✈✐♦r ✐♥
t❤❡ ♣♦❧❧s✳ ◆♦t❡ t❤❛t✱ ✉♥❧✐❦❡ ✐♥ t❤❡ ✈♦t✐♥❣ ❣❛♠❡✱ ♥♦ ♣❧❛②❡r ♦❢ ❛♥② t②♣❡ ❤❛s
✇❡❛❦❧② ❞♦♠✐♥❛t❡❞ str❛t❡❣✐❡s✳ ❈♦♥s✐❞❡r✱ ❢♦r ✐♥st❛♥❝❡✱ ❛ ❈ t②♣❡ ❛♥❞ ♦♣♣♦♥❡♥t
❜❡❤❛✈✐♦r ✐♥ t❤❡ ♣♦❧❧ s✉❝❤ t❤❛t ✇✐t❤♦✉t ❤❡r ✈♦t❡ ❆ ✇✐❧❧ ❜❡❛t ❇ ✐♥ t❤❡ ♣♦❧❧
❜② ♦♥❡ ✈♦t❡✳ ❚❤❡♥ t❤✐s ❈ t②♣❡✬s ❜❡st str❛t❡❣② ✐s t♦ st❛t❡ ❛ ♣r❡❢❡r❡♥❝❡ ❢♦r
❇ t♦ ❝r❡❛t❡ ❛ t✐❡ ❜❡t✇❡❡♥ ❆ ❛♥❞ ❇ ❛♥❞✱ t❤✉s✱ ♠❛❦❡ ❛ ❈ ✇✐♥ ✐♥ t❤❡ ❡❧❡❝t✐♦♥
♠✉❝❤ ♠♦r❡ ❧✐❦❡❧②✳ ❆❧s♦ ❢♦r ❛♥ ❆ ♦r ❛ ❇ t②♣❡ t❤❡r❡ ✇✐❧❧ ❜❡ ♣♦ss✐❜❧❡ ♦♣♣♦♥❡♥t
str❛t❡❣② ♣r♦✜❧❡s t❤❛t ♠❛❦❡ ❈ ❛ ✉♥✐q✉❡❧② ❜❡st str❛t❡❣②✳
❆♥ ❛tt❛✐♥❛❜❧❡ str❛t❡❣② ♣r♦✜❧❡✱ ❛❣❛✐♥ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❆♥❞♦♥✐❡ ❛♥❞ ❑✉③♠✐❝s ✭✷✵✶✷✮✱
✐♥ t❤✐s ♣♦❧❧✐♥❣ ❣❛♠❡✱ ♠✉st ❜❡ s✉❝❤ t❤❛t ❛❧❧ ❆ t②♣❡s ✉s❡ t❤❡ s❛♠❡ ✭♠✐①❡❞✮
✶✷❚❤❡ ❇ ❝❛♥❞✐❞❛t❡ ♥❡✈❡r ✇♦♥ ❛❢t❡r ❛♥ ❆ ❛♥❞ ❇ t✐❡ ✐♥ t❤❡ ♣♦❧❧s✳
✶✻
str❛t❡❣②✱ ❛❧❧ ❇ t②♣❡s t❤❡ s❛♠❡ ✭♠✐①❡❞✮ str❛t❡❣②✱ ❛♥❞ ❛❧❧ ❈ t②♣❡s t❤❡ s❛♠❡
✭♠✐①❡❞✮ str❛t❡❣②✳ ❆❞❞✐t✐♦♥❛❧ r❡str✐❝t✐♦♥s ✐♥❞✉❝❡❞ ❜② t❤❡ s②♠♠❡tr✐❡s ♦❢ t❤❡
✉♥❢r❛♠❡❞ ❣❛♠❡ ❛r❡ ❛s ❢♦❧❧♦✇s✳ ▲❡t xi(j) ❞❡♥♦t❡ t❤❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ❛ ♣❧❛②❡r
♦❢ t②♣❡ i ❛tt❛❝❤❡s t♦ st❛t✐♥❣ ❛ ♣r❡❢❡r❡♥❝❡ ❢♦r ❝❛♥❞✐❞❛t❡ j✱ ❢♦r ❛♥② i, j ∈
{A,B,C}✳ ❚❤❡♥ ✇❡ ♠✉st ❤❛✈❡ t❤❛t xA(A) = xB(B) ❛♥❞ xA(C) = xB(C)
✭✐♠♣❧②✐♥❣ xA(B) = xB(A)✮ ❛♥❞ xC(A) = xC(B)✳ ❚❤✉s✱ ✉❧t✐♠❛t❡❧②✱ t❤❡r❡ ❛r❡
t❤r❡❡ ✉♥❦♥♦✇♥s✳ ❚❤❡s❡ ❛r❡ ✇✳❧✳♦✳❣✳ xA(A)✱ xA(B)✱ ❛♥❞ xC(C)✳
Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✹✳✶✳ ❚❤❡r❡ ❛r❡ ❡①❛❝t❧② t❤r❡❡ ❛tt❛✐♥❛❜❧❡ ❡q✉✐❧✐❜r✐❛ ♦❢ t❤❡ ♦♣✐♥✐♦♥
♣♦❧❧ ❣❛♠❡ ✇✐t❤ ❢♦❝❛❧ ✈♦t✐♥❣ ❜❡❤❛✈✐♦r ❛♥❞ t❤❡s❡ ❛r❡ ❣✐✈❡♥ ❜②
x xA xB xC
x∗ (0.7955, 0.0723, 0.1322) (0.0723, 0.7955, 0.1322) (0, 0, 1)
x∗∗ (0.8872, 0, 0.1128) (0, 0.8872, 0.1128) (0.5, 0.5, 0)
x∗∗∗ (1, 0, 0) (0, 1, 0) (0.3965, 0.3965, 0.207)
Pr♦♦❢✿ ❲❡ ♥❡❡❞ t♦ ✜♥❞ ❛❧❧ ❛tt❛✐♥❛❜❧❡ ❡q✉✐❧✐❜r✐❛ ♦❢ t❤❡ ♣♦❧❧✐♥❣ ❣❛♠❡ ❣✐✈❡♥
t❤❡ ❛ss✉♠❡❞ ❢♦❝❛❧ s❡❝♦♥❞ st❛❣❡ ✈♦t✐♥❣ ❜❡❤❛✈✐♦r✳ ■♥ ♣r✐♥❝✐♣❧❡ s✉❝❤ ❡q✉✐❧✐❜r✐❛
♠❛② ❜❡ ✐♥ ❝♦♠♣❧❡t❡❧② ♦r ♦♥❧② ♣❛rt✐❛❧❧② ♠✐①❡❞ ♦r ❡✈❡♥ ♣✉r❡ str❛t❡❣✐❡s✳ ❲❡✱
t❤✉s✱ ❤❛✈❡ t♦ ❝♦♥s✐❞❡r ❛❧❧ ♣♦ss✐❜❧❡ s✉♣♣♦rt ♣❛✐rs✳ ❚♦ ❣✐✈❡ ♦♥❡ ❡①❛♠♣❧❡✱ t❤❡r❡
❝♦✉❧❞ ❜❡ ❛♥ ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠ ✐♥ ✇❤✐❝❤ ❆ t②♣❡s ♠✐① ❜❡t✇❡❡♥ ❆ ❛♥❞ ❈ ♦♥❧② ✭❛♥❞✱
❜② ❛tt❛✐♥❛❜✐❧✐t② ❇ t②♣❡s ♠✐① ❜❡t✇❡❡♥ ❇ ❛♥❞ ❈✮ ✇❤✐❧❡ ❈ t②♣❡s ♦♥❧② ♣❧❛② ❈✳
❖♥❡ ✇♦✉❧❞ t❤❡♥ ❣❡t ♦♥❡ ❡q✉❛t✐♦♥ ❢r♦♠ t❤❡ ✐♥❞✐✛❡r❡♥❝❡ ♦❢ ❆ t②♣❡s ❜❡t✇❡❡♥ ❆
❛♥❞ ❈ ❛♥❞ t✇♦ ✐♥❡q✉❛❧✐t✐❡s ❛s ❆ t②♣❡s ♠✉st t❤❡♥ ✜♥❞ ♣❧❛②✐♥❣ ❇ ✇♦rs❡ t❤❛♥
✭♦r ❡q✉❛❧ t♦✮ ♣❧❛②✐♥❣ ❆ ❛♥❞ ❈ t②♣❡s ♠✉st ✜♥❞ ♣❧❛②✐♥❣ ❆ ✭❛♥❞✱ t❤✉s✱ ❛❧s♦ ❇✮
✇♦rs❡ t❤❛♥ ♦r ❡q✉❛❧ t♦ ♣❧❛②✐♥❣ ❈✳
❆❧t♦❣❡t❤❡r t❤❡r❡ ❛r❡ t❤r❡❡ ♣♦ss✐❜❧❡ ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠ s✉♣♣♦rts t♦ ❜❡ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ❢♦r
❈ t②♣❡s ✭♣❧❛② t❤❡ ✏♣✉r❡✑ str❛t❡❣② ❣✐✈❡♥ ❜② ♣❧❛②✐♥❣ ❆ ❛♥❞ ❇ ✇✐t❤ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② 1
2
❡❛❝❤✱ ♣❧❛② ♣✉r❡ str❛t❡❣② ❈✱ ❛♥❞ ♠✐① ❜❡t✇❡❡♥ ❜♦t❤✮✳ ❚❤❡r❡ ❛r❡ s❡✈❡♥ ♣♦ss✐❜❧❡
❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠ s✉♣♣♦rts ❢♦r ❆ t②♣❡s ✭❇ t②♣❡s t❤❡♥ ❢♦❧❧♦✇ ❢r♦♠ ❛tt❛✐♥❛❜✐❧✐t②✮✳
❚❤❡s❡ ❛r❡ ♣✉r❡ str❛t❡❣✐❡s ❆✱ ❇✱ ❛♥❞ ❈✱ ♠✐①✐♥❣ ❜❡t✇❡❡♥ t✇♦ ♣✉r❡ str❛t❡❣✐❡s
❆❇✱ ❆❈✱ ❛♥❞ ❇❈✱ ❛♥❞ ♠✐①✐♥❣ ❜❡t✇❡❡♥ ❛❧❧ t❤r❡❡ ♣✉r❡ str❛t❡❣✐❡s ❆❇❈✳ ❚❤✉s✱
t❤❡r❡ ❛r❡ t✇❡♥t②✲♦♥❡ ❝❛s❡s t♦ ❝♦♥s✐❞❡r✳
❋♦r ❡❛❝❤ ❝❛s❡ ✇❡ ✇r✐t❡ ❞♦✇♥ t❤❡ ✭♣♦❧②♥♦♠✐❛❧ ♦❢ ❞❡❣r❡❡ ✉♣ t♦ ✼✮ ❡q✉❛❧✐t✐❡s
❛♥❞ ✐♥❡q✉❛❧✐t✐❡s ✐♥❞✉❝❡❞ ❜② t❤❡ ❝❛s❡ ❛♥❞ ✉s❡ t❤❡ ◆❡✇t♦♥✲♠❡t❤♦❞ t♦ ✜♥❞ ❛❧❧
s♦❧✉t✐♦♥s✳ ❚❤❡ ♣r♦❣r❛♠ ✐s ❛✈❛✐❧❛❜❧❡ ❛s ♣❛rt ♦❢ t❤❡ s✉♣♣❧❡♠❡♥t❛r② ♠❛t❡r✐❛❧✳
❚❤✐s ♣r♦❝❡❞✉r❡ ✐s ❡①❛❝t ❛♥❞ ♣r♦✈✐❞❡s ✉s ✇✐t❤ t❤❡ st❛t❡❞ t❤r❡❡ ❛tt❛✐♥❛❜❧❡
❡q✉✐❧✐❜r✐❛✳ ◗❊❉
❚❤❡ ❡①♣❡❝t❡❞ ♣❛②♦✛ t♦ ❛❧❧ t②♣❡s ✐♥ t❤❡s❡ t❤r❡❡ ❛tt❛✐♥❛❜❧❡ ❡q✉✐❧✐❜r✐❛ ❛r❡ ❣✐✈❡♥
✐♥ ❚❛❜❧❡ ✼✳
✶✼
❡①♣❡❝t❡❞ ♣❛②♦✛ ♦❢
❊q✉✐❧✐❜r✐✉♠ ❆ ✴ ❇ ❈
x∗ ✩ ✵✳✽✺ ✩ ✵✳✻✹
x∗∗ ✩ ✵✳✾✸ ✩ ✵✳✺✹
x∗∗∗ ✩ ✵✳✾✷ ✩ ✵✳✺✺
❚❛❜❧❡ ✼✿ ❊①♣❡❝t❡❞ ♣❛②♦✛s ❢♦r ❡✈❡r② ✈♦t❡r t②♣❡ ✐♥ t❤❡ t❤r❡❡ ❛tt❛✐♥❛❜❧❡ ❡q✉✐✲
❧✐❜r✐❛ ♦❢ t❤❡ ♦♣✐♥✐♦♥ ♣♦❧❧✳
❚❤✐s r❡❞✉❝❡❞ ♣♦❧❧✐♥❣ ❣❛♠❡ ❛❧s♦ ❤❛s ♥♦♥✲❛tt❛✐♥❛❜❧❡ ❡q✉✐❧✐❜r✐❛✳ ❋♦r ✐♥st❛♥❝❡✱
❛❧❧ ❆ ❛♥❞ ❇ t②♣❡s ♣❧❛②✐♥❣ ❆ ❛♥❞ ❛❧❧ ❈ t②♣❡s ♣❧❛②✐♥❣ ❈ ✐s ❛♥ ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠✱ ✐♥
✇❤✐❝❤ ❡✈❡♥t✉❛❧❧② ❆ ✐s ❡❧❡❝t❡❞✳ ◆♦ ♣❧❛②❡r ❝❛♥ ✐♥ t❤✐s ❝❛s❡ ❝❤❛♥❣❡ t❤❡ ♦✉t❝♦♠❡
❜② ✉♥✐❧❛t❡r❛❧❧② ❞❡✈✐❛t✐♥❣ t♦ s♦♠❡ ♦t❤❡r str❛t❡❣②✳ ❊✈❡♥ s✐① ♦❢ t❤❡ ❆ ❛♥❞ ❇ t②♣❡
♣❧❛②❡rs ♣❧❛②✐♥❣ ❆ ❛♥❞ t❤❡ ♦t❤❡r t✇♦ ❇ ♦r ❈ ❛♥❞ ❛❧❧ ❈ t②♣❡s ♣❧❛②✐♥❣ ❈ ✐s ❛♥
❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠✱ ✐♥ ✇❤✐❝❤ ❛❣❛✐♥ ♥♦ ♣❧❛②❡r ❝❛♥ ❝❤❛♥❣❡ t❤❡ ♦✉t❝♦♠❡ ✭♦❢ ❆ ✇✐♥♥✐♥❣
t❤❡ ❡❧❡❝t✐♦♥✮ ❜② ✉♥✐❧❛t❡r❛❧❧② ❞❡✈✐❛t✐♥❣✳ ❚❤❡r❡ ❛r❡ ♠❛♥② ♠♦r❡ ♥♦♥✲❛tt❛✐♥❛❜❧❡
❡q✉✐❧✐❜r✐❛✳
✹✳✸ ❊✈♦❧✉t✐♦♥❛r② ❙t❛❜✐❧✐t② ♦❢ ❆tt❛✐♥❛❜❧❡ ❊q✉✐❧✐❜r✐❛
■♥ t❤✐s s❡❝t✐♦♥ ✇❡ st✉❞② t❤❡ ❡✈♦❧✉t✐♦♥❛r② st❛❜✐❧✐t② ♣r♦♣❡rt✐❡s ♦❢ t❤❡ t❤r❡❡
❛tt❛✐♥❛❜❧❡ ❡q✉✐❧✐❜r✐❛✳
Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✹✳✷✳ ❖❢ t❤❡ t❤r❡❡ ❛tt❛✐♥❛❜❧❡ ❡q✉✐❧✐❜r✐❛ ♦❢ t❤❡ ♦♣✐♥✐♦♥ ♣♦❧❧ ❣❛♠❡
✇✐t❤ ❢♦❝❛❧ s❡❝♦♥❞ st❛❣❡ ✈♦t✐♥❣ ❜❡❤❛✈✐♦r✱ ❡①❛❝t❧② t✇♦✱ x∗ ❛♥❞ x∗∗✱ ❛r❡ ❛♥ ❊❙❙✳
Pr♦♦❢✿ ▲❡t ✉s ✜rst ❝♦♥s✐❞❡r ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠ x∗∗∗✳ ❲❡ s❤❛❧❧ ❧♦♦❦ ❛t t❤❡ ♣♦♣✉❧❛t✐♦♥
♦❢ ❈ t②♣❡s✱ ✇❤✐❝❤ ✐♥ t❤✐s ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠ ♠✐① ❜❡t✇❡❡♥ ♣✉r❡ str❛t❡❣✐❡s ❆✱❇ ❛♥❞
❈ ✇✐t❤ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t✐❡s (0.3965, 0.3965, 0.207)✳ ❆tt❛✐♥❛❜✐❧✐t② r❡str✐❝ts ❈ t②♣❡s
t♦ ❛tt❛❝❤ t❤❡ s❛♠❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ♦♥ ♣✉r❡ str❛t❡❣✐❡s ❆ ❛♥❞ ❇✳ ❚❤✉s✱ ❛tt❛✐♥❛❜❧❡
str❛t❡❣✐❡s ❢♦r ❈ t②♣❡s ❝❛♥ ❜❡ ✐❞❡♥t✐✜❡❞ ✇✐t❤ ♦♥❡ ♥✉♠❜❡r α ∈ [0, 1
2
]✱ t❤❡
♣r♦❜❛❜✐❧✐t② t❤❡② ❛tt❛❝❤ t♦ ♣✉r❡ str❛t❡❣② A ✭❛♥❞✱ t❤✉s✱ ❛❧s♦ t♦ ♣✉r❡ str❛t❡❣②
B✮✳ ❚❤❡② t❤❡♥ ♠✉st ❛tt❛❝❤ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② 1−2α t♦ ♣✉r❡ str❛t❡❣② C✳ ❋✐①✐♥❣ ♣❧❛②
♦❢ ❆ ❛♥❞ ❇ t②♣❡s ✇✐t❤ t❤❡✐r ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠ ♣❧❛② ✐♥ x∗∗∗ t❤❡ ❈ t②♣❡s ❛r❡ ♣❧❛②✐♥❣
❛ s✐① ♣❧❛②❡r s②♠♠❡tr✐❝ ❣❛♠❡ ✇✐t❤ t✇♦ str❛t❡❣✐❡s✳ ❲❡ ❝❛♥✱ t❤✉s✱ ❛♣♣❡❛❧ t♦
▲❡♠♠❛ ❆✳✶✱ ❣✐✈❡♥ ✐♥ t❤❡ ❆♣♣❡♥❞✐①✱ t♦ ❝❤❡❝❦ ✇❤❡t❤❡r ♦r ♥♦t x∗∗∗ ✐s ❛♥ ❊❙❙✳
❋✐❣✉r❡ ✷ ❞❡♣✐❝ts t❤❡ ♣❛②♦✛ t♦ ❛ ❈ t②♣❡✱ ❢♦r ♣❧❛②✐♥❣ ❆ ✭s❛♠❡ ❛s ❇✮ ❛♥❞
❈✱ ❛s ❛ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ α✱ ❛ss✉♠✐♥❣ t②♣❡ ❆ ❛♥❞ ❇ ♣❧❛②❡rs ✉s❡ t❤❡✐r ♣r❡s❝r✐❜❡❞
✶✽
♠✐①❡❞ str❛t❡❣② ✐♥ ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠ x∗∗∗✳ ❚❤✐s ❋✐❣✉r❡✱ ❛♣♣❡❛❧✐♥❣ t♦ ▲❡♠♠❛ ❆✳✶✱
t❤✉s s❤♦✇s t❤❛t t❤❡ str❛t❡❣② ♣r♦✜❧❡ x∗∗∗ ✐s ♥♦t ❡✈♦❧✉t✐♦♥❛r② st❛❜❧❡✳ ❚❤✐s
✐s s♦ ❜❡❝❛✉s❡ str❛t❡❣② ❆ ✐s t❤❡ ✉♥✐q✉❡ ❜❡st r❡♣❧② t♦ str❛t❡❣✐❡s α ❛❜♦✈❡ t❤❡
❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠ ✈❛❧✉❡ 0.3965 ❛♥❞ ✐s str✐❝t❧② ✇♦rs❡ t❤❛♥ str❛t❡❣② C ❢♦r ✈❛❧✉❡s α
❜❡❧♦✇ 0.3965✳
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❋✐❣✉r❡ ✷✿ P❛②♦✛✲❞✐✛❡r❡♥❝❡ ❜❡t✇❡❡♥ ♣❧❛②✐♥❣ ❆ ♦r ❇ ✭s♦❧✐❞ ❧✐♥❡✮ ♦r ❈ ✭❞❛s❤❡❞
❧✐♥❡✮ ❢♦r ❛ ❈✲t②♣❡ ❛s ❛ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ α✱ ✇❤❡r❡ (α, α, 1 − 2α) ✐s t❤❡ ❛ss✉♠❡❞
♠✐①❡❞ str❛t❡❣② ♦❢ ♦t❤❡r ❈ t②♣❡s✱ ❛ss✉♠✐♥❣ ❛❧❧ ❆ ❛♥❞ ❇ t②♣❡s ♣❧❛② ❛❝❝♦r❞✐♥❣
t♦ t❤❡✐r ♣r❡s❝r✐❜❡❞ ♠✐①❡❞ str❛t❡❣② ✐♥ ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠ x∗∗∗✳
❲❡ ♥♦✇ t✉r♥ t♦ ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠ x∗∗✳ ❋✐❣✉r❡ ✸ ❞❡♣✐❝ts t❤❡ ♣❛②♦✛ t♦ ❛ ❈ t②♣❡✱ ❢♦r
♣❧❛②✐♥❣ ❆ ✭s❛♠❡ ❛s ❇✮ ❛♥❞ ❈✱ ❛s ❛ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ α✱ ❛ss✉♠✐♥❣ t②♣❡ ❆ ❛♥❞ ❇
♣❧❛②❡rs ✉s❡ t❤❡✐r ♣r❡s❝r✐❜❡❞ ♠✐①❡❞ str❛t❡❣② ✐♥ ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠ x∗∗✳ ◆♦t❡ t❤❛t✱ ✐❢✱
❛s ♣r❡s❝r✐❜❡❞ ✐♥ t❤❡ ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠✱ ❛❧❧ ♦t❤❡r ❈ t②♣❡s ♣❧❛② α = 1
2
✱ t❤❡♥ str❛t❡❣②
❈ ✐s str✐❝t❧② ✇♦rs❡ t❤❛♥ str❛t❡❣✐❡s ❆ ❛♥❞ ❇✳ ❚❤✉s✱ x∗∗ ✐s ❛♥ ❊❙❙ ❢r♦♠ t❤❡
♣♦✐♥t ♦❢ ✈✐❡✇ ♦❢ ❈ t②♣❡s✳ ❲❡ t❤❡♥ ♥❡❡❞ t♦ t✉r♥ t♦ t❤❡ ❆ ❛♥❞ ❇ t②♣❡s ✐♥ t❤✐s
❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠✳ ❋✐❣✉r❡ ✹ s❤♦✇s t❤❡ ❜❡st r❡s♣♦♥s❡ r❡❣✐♦♥s ❢♦r ❛♥ ❆ t②♣❡ ❛s ❛
❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♠✐①❡❞ str❛t❡❣② ❛ss✉♠❡❞ ❜② ❛❧❧ ♦t❤❡r ❆ t②♣❡s ✭❛♥❞ ❛❧❧ ❇ t②♣❡s
♣❧❛②✐♥❣ ❛❝❝♦r❞✐♥❣❧②✮✱ ❛ss✉♠✐♥❣ ❈ t②♣❡s ♣❧❛② ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠ x∗∗✳
❖♥❡ ❝❛♥ s❡❡ ❢r♦♠ ❋✐❣✉r❡ ✹✱ ❛♥❞ ❛♣♣❡❛❧✐♥❣ t♦ ▲❡♠♠❛ ❆✳✶✱ t❤❛t ♥♦ ♠✉t❛♥t
t❤❛t ♣❧❛❝❡s ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ③❡r♦ ♦♥ str❛t❡❣② ❇ ❝❛♥ ❡♥t❡r t❤❡ ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠ x∗∗✳
❚❤✐s ✐s s♦ ❜❡❝❛✉s❡ t❤❡ ✉♥✐q✉❡ ❜❡st r❡s♣♦♥s❡ t♦ ❛ str❛t❡❣② t❤❛t ♣✉ts ♠♦r❡
♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ♦♥ ❆ t❤❛♥ x∗∗ ❞♦❡s✱ ✇❤✐❧❡ ❇ r❡❝❡✐✈❡s ③❡r♦ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t②✱ ✐s t♦ ♣❧❛②
❈✱ ✇❤✐❧❡ t❤❡ ✉♥✐q✉❡ ❜❡st r❡s♣♦♥s❡ t♦ ❛ str❛t❡❣② t❤❛t ♣✉ts ♠♦r❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ♦♥
❈ t❤❛♥ x∗∗ ❞♦❡s✱ ✇❤✐❧❡ ❇ r❡❝❡✐✈❡s ③❡r♦ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t②✱ ✐s t♦ ♣❧❛② ❆✳ ❚♦ s❡❡ t❤❛t
♥♦ ♦t❤❡r ♠✉t❛♥t ❝❛♥ ❡♥t❡r x∗∗ ❡✐t❤❡r ❝♦♥s✐❞❡r ❋✐❣✉r❡ ✺✱ ✇❤✐❝❤ s❤♦✇s t❤❛t t❤❡
♣❛②♦✛ ❢r♦♠ ♣❧❛②✐♥❣ t❤❡ ❆ t②♣❡s✬ ♣❛rt ♦❢ x∗∗ ❛❣❛✐♥st ❛❧❧ ♦t❤❡r ❆ t②♣❡s ♣❧❛②✐♥❣
✶✾
y ✐♥ t❤❡ s✐♠♣❧❡① ✭❛♥❞ ❛❧❧ ❇ t②♣❡s t❤❡✐r ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ ♠✐①❡❞ str❛t❡❣②✮✱ ✇❤✐❧❡
❈ t②♣❡s ♣❧❛② ❛s ♣r❡s❝r✐❜❡❞ ✐♥ x∗∗✱ ✐s ❛❧✇❛②s ♣♦s✐t✐✈❡ ✉♥❧❡ss y = x∗∗✳
opponent strategy x
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C
❋✐❣✉r❡ ✸✿ P❛②♦✛✲❞✐✛❡r❡♥❝❡ ❜❡t✇❡❡♥ ♣❧❛②✐♥❣ ❆ ♦r ❇ ✭s♦❧✐❞ ❧✐♥❡✮ ♦r ❈ ✭❞❛s❤❡❞
❧✐♥❡✮ ❢♦r ❛ ❈✲t②♣❡ ❛s ❛ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ α✱ ✇❤❡r❡ (α, α, 1 − 2α) ✐s t❤❡ ❛ss✉♠❡❞
♠✐①❡❞ str❛t❡❣② ♦❢ ♦t❤❡r ❈ t②♣❡s✱ ❛ss✉♠✐♥❣ ❛❧❧ ❆ ❛♥❞ ❇ t②♣❡s ♣❧❛② ❛❝❝♦r❞✐♥❣
t♦ t❤❡✐r ♣r❡s❝r✐❜❡❞ ♠✐①❡❞ str❛t❡❣② ✐♥ ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠ x∗∗✳
❋✐♥❛❧❧②✱ ✇❡ ❡①♣❧♦r❡ t❤❡ ❡✈♦❧✉t✐♦♥❛r② st❛❜✐❧✐t② ♣r♦♣❡rt✐❡s ♦❢ ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠ x∗✳
❚❤✐s ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠ ✐s ❛❧s♦ ❛♥ ❊❙❙✳ ❚❤✐s ❝❛♥ ❜❡ s❡❡♥ ♣❛rt✐❛❧❧② ❢r♦♠ t❤❡ ❜❡st
r❡s♣♦♥s❡ r❡❣✐♦♥s ❣✐✈❡♥ ✐♥ ❋✐❣✉r❡s ✻ ❛♥❞ ✼✳ ❋✐❣✉r❡ ✼✱ ✐♥ ❝♦♥❥✉♥❝t✐♦♥ ✇✐t❤
▲❡♠♠❛ ❆✳✶ s❤♦✇s t❤❛t ♣❧❛②✐♥❣ ❈ ❢♦r ❈ t②♣❡s ✐s ❡✈♦❧✉t✐♦♥❛r② st❛❜❧❡ ❛s C ✐s
t❤❡ ✉♥✐q✉❡ ❜❡st r❡♣❧② t♦ α = 0 ✭✐✳❡✳ t♦ ❛❧❧ ♦t❤❡r ❈ t②♣❡s ♣❧❛②✐♥❣ ❈✮✳ ■♥ ❋✐❣✉r❡
✻ ✇❡ ❝❛♥ ♦♥❧② ♣❛rt✐❛❧❧② s❡❡ t❤❛t x∗ ✐s ❛♥ ❊❙❙✳ ❋♦r ✐♥st❛♥❝❡ ✐t ✐s ❝❧❡❛r t❤❛t ❛
C ♠✉t❛♥t✱ ✇❤♦ ✉♣♦♥ ❡♥t❡r✐♥❣ ✇♦✉❧❞ ❧❡❛❞ ✉s t♦ r❡❣✐♦♥ ✶ ♦❢ t❤❡ ♣✐❝t✉r❡ ✇♦✉❧❞
❧❡❛❞ t♦ C ❜❡✐♥❣ t❤❡ ✇♦rst str❛t❡❣②✳ ❋r♦♠ ❋✐❣✉r❡ ✻ ❚❤❡ ❡✛❡❝t ♦❢ ♠✉t❛♥ts
❡♥t❡r✐♥❣ ✐s✱ ❤♦✇❡✈❡r✱ ♥♦t ❝❧❡❛r ❢♦r ❡✈❡r② ♣♦ss✐❜❧❡ ♠✉t❛♥t✳✶✸ ❚♦ ❢✉❧❧② s❡❡ t❤❛t
x∗ ✐s ❛♥ ❊❙❙ ✇❡ ❛♣♣❡❛❧ t♦ ▲❡♠♠❛ ❆✳✷ ❛♥❞ ❋✐❣✉r❡ ✽✱ ✇❤✐❝❤ s❤♦✇s t❤❡ ♣❛②♦✛
❞✐✛❡r❡♥❝❡ uA(x
∗, yn−1) − u(y, yn−1) ✇❤✐❝❤ ✐s ♣♦s✐t✐✈❡ ❡✈❡r②✇❤❡r❡ ❛♥❞ ❡q✉❛❧
t♦ ③❡r♦ ♦♥❧② ❢♦r y = x∗✳ ◗❊❉
✶✸❖♥❡ ❝❛♥ ✉s❡ ❋✐❣✉r❡ ✻✱ ❤♦✇❡✈❡r✱ t♦ s❡❡ t❤❛t t❤❡ ❜❡st✲r❡s♣♦♥s❡ ❞②♥❛♠✐❝s ✭s❡❡ ❡✳❣✳
●✐❧❜♦❛ ❛♥❞ ▼❛ts✉✐ ✭✶✾✾✶✮✱ ▼❛ts✉✐ ✭✶✾✾✷✮✱ ❍♦❢❜❛✉❡r ✭✶✾✾✺✮✱ ❛♥❞ ❇❛❧❦❡♥❜♦r❣✱ ❍♦❢❜❛✉❡r✱
❛♥❞ ❑✉③♠✐❝s ✭✷✵✶✸✮✮ ✇♦✉❧❞ ❛❧✇❛②s ❧❡❛❞ t♦ x∗✳
✷✵
 A B 
C 
A 
C 
❋✐❣✉r❡ ✹✿ ❚❤❡ s✐♠♣❧❡① ♦❢ ♠✐①❡❞ str❛t❡❣✐❡s ❢♦r ♣❧❛②❡rs ♦❢ t②♣❡ ❆ ❛♥❞ t❤❡ ❜❡st
r❡s♣♦♥s❡ r❡❣✐♦♥s ❢♦r ❛♥ ❆ t②♣❡ ♣❧❛②❡r ✐❢ ❛❧❧ ♦t❤❡r ❆ t②♣❡s ✭❛♥❞ s②♠♠❡tr✐❝❛❧❧②
❇ t②♣❡s✮ ✉s❡ ❛ ♠✐①❡❞ str❛t❡❣② ✐♥ t❤✐s s✐♠♣❧❡①✱ ✇❤✐❧❡ ❛❧❧ ❈ t②♣❡s ✉s❡ t❤❡✐r
♣r❡s❝r✐❜❡❞ str❛t❡❣② ✐♥ ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠ x∗∗✳ ❚❤❡ s♦❧✐❞ ❧✐♥❡ t❤r♦✉❣❤ t❤❡ s✐♠♣❧❡①
✐s t❤❡ ✐♥❞✐✛❡r❡♥❝❡ ❧✐♥❡ ❜❡t✇❡❡♥ str❛t❡❣✐❡s ❆ ❛♥❞ ❈✳ ❚❤❡ ❞❛s❤❡❞ ❧✐♥❡ ✐s t❤❡
✐♥❞✐✛❡r❡♥❝❡ ❧✐♥❡ ❜❡t✇❡❡♥ str❛t❡❣✐❡s ❇ ❛♥❞ ❈✳ ❚❤❡r❡ ✐s ♥♦ ♣♦✐♥t ✐♥ t❤❡ s✐♠♣❧❡①
❛t ✇❤✐❝❤ ❛♥ ❆ t②♣❡ ✐s ✐♥❞✐✛❡r❡♥t ❜❡t✇❡❡♥ ❆ ❛♥❞ ❇✳
✹✳✹ ❊♠♣✐r✐❝❛❧ ❘❡s✉❧ts ❛♥❞ ❚❡sts
❚❤❡ ❛❝t✉❛❧ ❜❡❤❛✈✐♦r ✐♥ t❤❡ ♦♣✐♥✐♦♥ ♣♦❧❧ ✐♥ t❤❡ ✹✽ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ s❡ss✐♦♥ ✇✐t❤
♦♣✐♥✐♦♥ ♣♦❧❧s ✐s ❣✐✈❡♥ ✐♥ ❚❛❜❧❡ ✽✳
❢r❛❝t✐♦♥ ♦❢ ✈♦t❡s ❝❛st ❜②
❡❛❝❤ t②♣❡ ❢♦r ❡❛❝❤ ❝❛♥❞✐❞❛t❡
❖❜s✳ ❚②♣❡ ❆ ❇ ❈ ❆❜st✳
✶✾✷ ❆ ✵✳✼✺✺✷ ✵✳✶✵✾✹ ✵✳✵✸✶✸ ✵✳✶✵✹✷
✶✾✷ ❇ ✵✳✶✼✼✶ ✵✳✻✹✺✽ ✵✳✵✹✻✾ ✵✳✶✸✵✷
✷✽✽ ❈ ✵✳✵✽✸✸ ✵✳✵✾✼✷ ✵✳✼✵✶✹ ✵✳✶✶✽✶
❚❛❜❧❡ ✽✿ ❊♠♣✐r✐❝❛❧ ❢r❡q✉❡♥❝② ♦❢ ✈♦t❡s ✐♥ ♦♣✐♥✐♦♥ ♣♦❧❧
❲❡ ✜rst t❡st t❤❡ ♥✉❧❧ ♦❢ ❛tt❛✐♥❛❜✐❧✐t②✱ t❤❛t ✐s ✇❡ t❡st ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥❝❡ ✐♥ t❤❡
r❡❧❛❜❡❧❧❡❞ ❚❛❜❧❡ ✾✳
❚❡st ✹✳✶✳ ❚❤❡ ♥✉❧❧ ❤②♣♦t❤❡s✐s ♦❢ ❛tt❛✐♥❛❜✐❧✐t②✱ ❢♦r ❆ ❛♥❞ ❇ t②♣❡s✱ t❤❛t xA(A) =
xB(B) ❛♥❞ xA(C) = xB(C)✱ ❝❛♥♥♦t ❜❡ r❡❥❡❝t❡❞ ❛t t❤❡ ✺✪ ❧❡✈❡❧ ♦❢ s✐❣♥✐✜❝❛♥❝❡✳
❚❤❡ χ2 t❡st ♦❢ ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥❝❡ ❧❡❛❞s t♦ ❛ ♣✲✈❛❧✉❡ ♦❢ 0.1182 ✭χ2 = 5.8677✮✳
✷✶
 A B 
C 
0.001 
0.005 
0.01 
0.02 
0.03 
0.04 
0.05 
0.06 
0.08 
❋✐❣✉r❡ ✺✿ ❚❤✐s ♣✐❝t✉r❡ ❞❡♣✐❝ts uA(x
∗∗, yn−1)−u(y, yn−1) ✐♥ t❡r♠s ♦❢ ✐s♦✲✉t✐❧✐t②
❧✐♥❡s ❛s ❛ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ y✳
❆ ❢❡✇ ♥♦t❡s ❛r❡ ✐♥ ♦r❞❡r ❤❡r❡✳ ❚❤❡ ♥✉❧❧ ♦❢ ❛tt❛✐♥❛❜✐❧✐t② ✐s ❛❧s♦ t❤❡ ♥✉❧❧ ♦❢ t❤❡
❛❜s❡♥❝❡ ♦❢ ❛ ❜❛❧❧♦t ♣♦s✐t✐♦♥ ❡✛❡❝t✳ ❲❡✱ t❤✉s✱ ❝❛♥♥♦t r❡❥❡❝t t❤✐s ♥✉❧❧✳ ❚❤✉s✱
❛t t❤❡ ✺✪ ❧❡✈❡❧ ♦❢ s✐❣♥✐✜❝❛♥❝❡✱ t❤❡r❡ ✐s ♥♦ ❡✈✐❞❡♥❝❡ t❤❛t ♣❧❛②❡rs ❝♦♥❞✐t✐♦♥
t❤❡✐r str❛t❡❣② ♦♥ t❤❡ ❜❛❧❧♦t ♣♦s✐t✐♦♥✳ ❋♦rs②t❤❡✱ ▼②❡rs♦♥✱ ❘✐❡t③✱ ❛♥❞ ❲❡❜❡r
✭✶✾✾✸✮ ✜♥❞ s♦♠❡ ❡✈✐❞❡♥❝❡ ♦❢ ❛ ❜❛❧❧♦t ♣♦s✐t✐♦♥ ❡✛❡❝t✳ ❚❤✐s ❡✈✐❞❡♥❝❡ ❝❛♥
❜❡ r❡♣r♦❞✉❝❡❞ ❤❡r❡ ✐❢ ✇❡ r❡str✐❝t ❛tt❡♥t✐♦♥ t♦ ✈♦t❡s ❝❛st ❢♦r ❆ ❛♥❞ ❇ ♦♥❧②✱
✐❣♥♦r✐♥❣ t❤♦s❡ ❝❛st ❢♦r ❈ ❛♥❞ ❛❜st❛✐♥✐♥❣✳ ■❢ ✇❡ ❞♦ t❤✐s t❡st ✇❡ ♦❜t❛✐♥ ❛ ♣✲
✈❛❧✉❡ ♦❢ 0.048 ✭χ2 = 3.91✮✱ ✇❤✐❝❤ ✇♦✉❧❞ ❧❡❛❞ t♦ r❡❥❡❝t✐♥❣ t❤❡ ♥✉❧❧ ❛t t❤❡ ✺✪
❧❡✈❡❧ ♦❢ s✐❣♥✐✜❝❛♥❝❡✳ ❚❤✐s t❡st✱ ❤♦✇❡✈❡r✱ ✐❣♥♦r❡s t❤❡ r❛♥❞♦♠♥❡ss ✐♥ t❤❡ t♦t❛❧
♥✉♠❜❡r ♦❢ ❆ ❛♥❞ ❇ ✈♦t❡s ✭❛ss✉♠✐♥❣ t❤✐s t♦t❛❧ t♦ ❜❡ ❡①♦❣❡♥♦✉s❧② ❣✐✈❡♥ ❜②
t❤❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❡r✱ ✇❤✐❝❤ ✐s ♥♦t t❤❡ ❝❛s❡✮✳✶✹
■t ✐s ❝❧❡❛r t❤❛t s✉❜❥❡❝ts ❛r❡ ♥♦t ♣❧❛②✐♥❣ ❛♥②✇❤❡r❡ ❝❧♦s❡ t♦ ❊❙❙ x∗∗✳ ❲❤✐❧❡
♣❧❛② ✐s ✈❡r② ❝❧♦s❡ t♦ ❊❙❙ x∗ t❤❡ ♥✉❧❧ ♦❢ x∗ ♠✉st ♥❡✈❡rt❤❡❧❡ss ❜❡ r❡❥❡❝t❡❞ ❛t
t❤❡ ✺✪ ❧❡✈❡❧ ♦❢ s✐❣♥✐✜❝❛♥❝❡✳
❚❡st ✹✳✷✳ ❚❤❡ ♥✉❧❧ ❤②♣♦t❤❡s✐s ♦❢ ❛tt❛✐♥❛❜❧❡ ❊❙❙ ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠ ♣❧❛②✱ ✐✳❡✳ x∗ ❛s
✐❞❡♥t✐✜❡❞ ✐♥ Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✹✳✷✱ ✉s✐♥❣ ❛ χ2 ❣♦♦❞♥❡ss ♦❢ ✜t t❡st ♠✉st ❜❡ r❡❥❡❝t❡❞ ❛t
t❤❡ ✺✪ ❧❡✈❡❧ ♦❢ s✐❣♥✐✜❝❛♥❝❡✳ ❚❤❡ ❡♠♣✐r✐❝❛❧ ❢r❡q✉❡♥❝② ♦❢ ♣❧❛② ❛✈❡r❛❣❡❞ ❢♦r ❆
✶✹❚❤❡♦r❡t✐❝❛❧❧②✱ ♦♥❡ ❝♦✉❧❞ ✇❡❧❧ ❡①♣❡❝t t❤❛t s✉❜❥❡❝ts ✇❤♦ ♣❧❛② t❤✐s ❣❛♠❡ ♦❢t❡♥ ❡✈❡♥t✉❛❧❧②
❧❡❛r♥ t❤❛t t❤❡② ❝♦✉❧❞ ✉s❡ t❤❡ ❜❛❧❧♦t ♣♦s✐t✐♦♥ t♦ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ t❤❡✐r str❛t❡❣② ♦♥✳ ❚❤✐s ✇♦✉❧❞
t❤❡♥ ❛❧❧♦✇ t❤❡ ❆ ❛♥❞ ❇ t②♣❡s t♦ ❜❡ ❝♦♦r❞✐♥❛t❡❞ ✐♥ ♠♦r❡ ❝❛s❡s ✐❢ ♥♦t ✐♥ ❛❧❧✳ ❲❤✐❧❡ t❤❡r❡ ✐s
s♦♠❡ s✉❣❣❡st✐♦♥ t❤❛t t❤✐s ✐s ❣♦✐♥❣ ♦♥ ❤❡r❡✱ s❡❡ ❛❧s♦ ❋♦rs②t❤❡✱ ▼②❡rs♦♥✱ ❘✐❡t③✱ ❛♥❞ ❲❡❜❡r
✭✶✾✾✸✮ ❢♦r ❛ ❞✐s❝✉ss✐♦♥✱ t❤❡r❡ ✐s ♥♦ str♦♥❣ ❡✈✐❞❡♥❝❡ ♦❢ t❤✐s✳ ■t ✇♦✉❧❞ ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ✐♥t❡r❡st✐♥❣
t♦ s❡❡ ✇❤❛t ✇♦✉❧❞ ❤❛✈❡ ❤❛♣♣❡♥❡❞ ✐❢ t❤❡ s❛♠❡ t✇❡♥t②✲❡✐❣❤t ♣❧❛②❡rs ❤❛❞ ♣❧❛②❡❞ t❤✐s ❣❛♠❡
r❡❝✉rr❡♥t❧② ❢♦r ♠♦r❡ ♣❡r✐♦❞s✳
✷✷
 A B 
C 
A 
B 
C 
❋✐❣✉r❡ ✻✿ ❚❤❡ s✐♠♣❧❡① ♦❢ ♠✐①❡❞ str❛t❡❣✐❡s ❢♦r ♣❧❛②❡rs ♦❢ t②♣❡ ❆ ❛♥❞ t❤❡ ❜❡st
r❡s♣♦♥s❡ r❡❣✐♦♥s ❢♦r ❛♥ ❆ t②♣❡ ♣❧❛②❡r ✐❢ ❛❧❧ ♦t❤❡r ❆ t②♣❡s ✭❛♥❞ s②♠♠❡tr✐❝❛❧❧②
❇ t②♣❡s✮ ✉s❡ ❛ ♠✐①❡❞ str❛t❡❣② ✐♥ t❤✐s s✐♠♣❧❡①✱ ✇❤✐❧❡ ❛❧❧ ❈ t②♣❡s ✉s❡ t❤❡✐r
♣r❡s❝r✐❜❡❞ str❛t❡❣② ✐♥ ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠ x∗✳ ❚❤❡ t❤r❡❡ ❧✐♥❡s ✐♥ t❤✐s ♣✐❝t✉r❡ ❛r❡ t❤❡
✐♥❞✐✛❡r❡♥❝❡ ❧✐♥❡s ❜❡t✇❡❡♥ ❡❛❝❤ ♣❛✐r ♦❢ ♣✉r❡ str❛t❡❣✐❡s✳ ❚❤❡ ❧✐♥❡ ❡♠❡r❣✐♥❣
❢r♦♠ t❤❡ ❆ ❝♦r♥❡r ✐s t❤❡ ✐♥❞✐✛❡r❡♥❝❡ ❧✐♥❡ ❜❡t✇❡❡♥ str❛t❡❣✐❡s ❇ ❛♥❞ ❈✳ ❚❤❡
♦♥❡ ❡♠❡r❣✐♥❣ ❢r♦♠ t❤❡ ❇ ❝♦r♥❡r ✐s t❤❡ ✐♥❞✐✛❡r❡♥❝❡ ❧✐♥❡ ❜❡t✇❡❡♥ ❆ ❛♥❞ ❈✳
❚❤❡ r❡♠❛✐♥✐♥❣ ❧✐♥❡ ✐s t❤❡ ✐♥❞✐✛❡r❡♥❝❡ ❧✐♥❡ ❜❡t✇❡❡♥ ❆ ❛♥❞ ❇✳ ❙✉♣♣♦s❡ ✇❡
❧❛❜❡❧ t❤❡s❡ s✐① r❡❣✐♦♥s ❝❧♦❝❦✇✐s❡ st❛rt✐♥❣ ✇✐t❤ ✶ ❛t t❤❡ t♦♣ ✭❛r♦✉♥❞ t❤❡ ❈
❝♦r♥❡r✮✱ t❤❡♥ ✐♥ r❡❣✐♦♥ ✶ t❤❡ ❆ t②♣❡ ❤❛s ♣r❡❢❡r❡♥❝❡s A ≻ B ≻ C✱ ✐♥ r❡❣✐♦♥
✷ A ≻ C ≻ B✱ ✐♥ r❡❣✐♦♥ ✸ C ≻ A ≻ B✱ ✐♥ r❡❣✐♦♥ ✹ C ≻ B ≻ A✱ ✐♥ r❡❣✐♦♥ ✺
B ≻ C ≻ A✱ ❛♥❞ ✐♥ r❡❣✐♦♥ ✻ B ≻ A ≻ C✳
❛♥❞ ❇ t②♣❡s ✐s ❣✐✈❡♥ ❜② ✭✵✳✼✵✵✺✱✵✳✶✹✸✷✱✵✳✶✺✻✸✮ ❛♥❞ t❤❡ ♣✲✈❛❧✉❡ ✐s ❡ss❡♥t✐❛❧❧②
③❡r♦ ✭χ2 = 32.7551✮✳
❆❣❣r❡❣❛t✐♥❣ ❛❝r♦ss ❆ ❛♥❞ ❇ t②♣❡s t❤❡ ❞❛t❛ ✐s ✏❡①♣❧❛✐♥❡❞ ❜❡tt❡r✑ t❤❛♥ ✇✐t❤
t❤❡ x∗ ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠ ❜② ❛❧❧ x ∈ ∆({A,B,C}) ✐♥❞✐❝❛t❡❞ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✾✳ ❍❡r❡ ✇❡
✉s❡ t❤❡ s✐♠✉❧❛t❡❞ ❧✐❦❡❧✐❤♦♦❞ ❛♣♣r♦❛❝❤ ✐♥tr♦❞✉❝❡❞ ✐♥ ❝❤❛♣t❡r ✸✳✹✳ ❚❤❡ ❛r❡❛ ♦❢
t❤❡ ❣r❡② ✏s♣♦t✑ ✐s ❛❜♦✉t ✶✳✸✼✪ ♦❢ t❤❡ ❛r❡❛ ♦❢ t❤❡ s✐♠♣❧❡①✳
✹✳✺ ❘✐s❦ ❛✈❡rs❡ ♣❧❛②❡rs
❲❡ ♥♦✇ r❡t✉r♥ t♦ t❤❡ ♣♦ss✐❜✐❧✐t② ♦❢ r✐s❦✲❛✈❡rs❡ ♣❧❛②❡rs ♦r ♣❧❛②❡rs ✇❤♦ ❢♦r s♦♠❡
♦t❤❡r r❡❛s♦♥ ✈❛❧✉❡ t❤❡ ♠♦♥❡② ❛♠♦✉♥t ♦❢ 0.9 r❡❧❛t✐✈❡❧② ❤✐❣❤❡r t❤❛♥ ✉♥❞❡r t❤❡
❛ss✉♠♣t✐♦♥ ♦❢ ❛♥ ❛✣♥❡ ♣r❡❢❡r❡♥❝❡ ✐♥ ♠♦♥❡②✳ ■♥ ❢❛❝t ✇❡ s❤❛❧❧ ❤❡r❡ ❝♦♥s✐❞❡r
✷✸
opponent strategy x
0 0.05 0.1 0.15 0.2 0.25 0.3 0.35 0.4 0.45 0.5
e
xp
ec
te
d 
pa
yo
ff
0.5
0.52
0.54
0.56
0.58
0.6
0.62
0.64
A/B
C
❋✐❣✉r❡ ✼✿ P❛②♦✛s ❢♦r ♣❧❛②✐♥❣ ❆ ♦r ❇ ✭s♦❧✐❞ ❧✐♥❡✮ ❛♥❞ ❈ ✭❞❛s❤❡❞ ❧✐♥❡✮ ❢♦r ❛ ❈✲
t②♣❡ ❛s ❛ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ α✱ ✇❤❡r❡ (α, α, 1−2α) ✐s t❤❡ ❛ss✉♠❡❞ ♠✐①❡❞ str❛t❡❣② ♦❢
♦t❤❡r ❈ t②♣❡s✱ ❛ss✉♠✐♥❣ ❛❧❧ ❆ ❛♥❞ ❇ t②♣❡s ♣❧❛② ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ t❤❡✐r ♣r❡s❝r✐❜❡❞
♠✐①❡❞ str❛t❡❣② ✐♥ ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠ x∗✳
❢r❛❝t✐♦♥ ♦❢ ✈♦t❡s ❝❛st ❜②
❡❛❝❤ t②♣❡ ❢♦r ❡❛❝❤ ❝❛♥❞✐❞❛t❡
❖❜s✳ ❚②♣❡ ❢❛✈♦r✐t❡ s❡❝♦♥❞ ❢❛✈♦r✐t❡ ❈ ❆❜st✳
✶✾✷ ❆ ✵✳✼✺✺✷ ✵✳✶✵✾✹ ✵✳✵✸✶✸ ✵✳✶✵✹✷
✶✾✷ ❇ ✵✳✻✹✺✽ ✵✳✶✼✼✶ ✵✳✵✹✻✾ ✵✳✶✸✵✷
❚❛❜❧❡ ✾✿ ❊♠♣✐r✐❝❛❧ ❢r❡q✉❡♥❝② ♦❢ ✈♦t❡s ✐♥ ♦♣✐♥✐♦♥ ♣♦❧❧
t❤❡ ❝❛s❡ ✇❤❡r❡ u(1.2) = 1.2✱ u(0.2) = 0.2✱ ❛♥❞ u(0.9) = 1.0722✱ t❤❡ ✈❛❧✉❡
t❤❛t ♣❡r❢❡❝t❧② ❝❛❧✐❜r❛t❡s ♦r ✏❡①♣❧❛✐♥s✑ t❤❡ ♦✉t❝♦♠❡ ♦❢ t❤❡ ✈♦t✐♥❣ ❣❛♠❡ ❛❧♦♥❡
✭s❡❡ ❙❡❝t✐♦♥ ✸✳✺✮✳
Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✹✳✸✳ ❚❤❡r❡ ❛r❡ t✇♦ ❡✈♦❧✉t✐♦♥❛r② st❛❜❧❡ ❛tt❛✐♥❛❜❧❡ ❡q✉✐❧✐❜r✐❛ ✐♥
t❤❡ ♦♣✐♥✐♦♥ ♣♦❧❧ ✉♥❞❡r ❢♦❝❛❧ ✈♦t✐♥❣ ❜❡❤❛✈✐♦r✱ ✇❤❡♥ ❆ ❛♥❞ ❇ t②♣❡s ❤❛✈❡ ✉t✐❧✲
✐t② u(0.2) = 0.2 ❛♥❞ u(1.2) = 1.2 ❛♥❞ u(0.9) = 1.0722✳ ❖♥❡ ✐s ❣✐✈❡♥ ❜②
˜˜x s✉❝❤ t❤❛t ˜˜xA = (0.8272, 0, 0.1728)✱ ˜˜xB = (0, 0.8272, 0.1728)✱ ❛♥❞ ˜˜xC =
(0.5, 0.5, 0)✱ t❤❡ ♦t❤❡r ❜② x˜ s✉❝❤ t❤❛t x˜A = (0.6857, 0.1552, 0.1591) ❛♥❞ xB =
(0.1552, 0.6857, 0.1591) ❛♥❞ xC = (0, 0, 1)✳ ❚❤❡r❡ ✐s ❛ t❤✐r❞ ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠ ❣✐✈❡♥
❜② ✭✵✳✾✽✷✺✱✵✳✵✶✼✺✱✵✮✱ ✭✵✳✵✶✼✺✱✵✳✾✽✷✺✱✵✮✱ ❛♥❞ ✭✵✳✸✾✹✸✱✵✳✸✾✹✸✱✵✳✷✶✶✹✮✳ ■t ✐s
♥♦t ❛♥ ❊❙❙✳
❚❤❡ ♣r♦♦❢ ✐s ♦♠✐tt❡❞✳ ■t ❢♦❧❧♦✇s t❤❡ st❡♣s ♦❢ t❤❡ ♣r♦♦❢s ❢♦r Pr♦♣♦s✐t✐♦♥s ✹✳✶
❛♥❞ ✹✳✷✳
✷✹
 A B 
C 
0.001 
0.005 
0.01 
0.02 
0.03 
0.04 
0.05 
0.1 
0.2 
0.3 
❋✐❣✉r❡ ✽✿ ❚❤✐s ♣✐❝t✉r❡ ❞❡♣✐❝ts uA(x
∗, yn−1)−u(y, yn−1) ✐♥ t❡r♠s ♦❢ ✐s♦✲✉t✐❧✐t②
❧✐♥❡s ❛s ❛ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ y✳
❆❣❛✐♥✱ ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠ ˜˜x ✐s ♥♦t ❛t ❛❧❧ ❝♦♥s✐st❡♥t ✇✐t❤ t❤❡ ❞❛t❛✳ ❊q✉✐❧✐❜r✐✉♠ x˜
♥♦✇ ✐s✳
❚❡st ✹✳✸✳ ❚❤❡ ♥✉❧❧ ❤②♣♦t❤❡s✐s ♦❢ ❡✈♦❧✉t✐♦♥❛r② st❛❜❧❡ ❛tt❛✐♥❛❜❧❡ ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠
x˜ ♦❢ t❤❡ ♣♦❧❧✐♥❣ ❣❛♠❡✱ ✇❤❡♥ ❆ ❛♥❞ ❇ t②♣❡s ❤❛✈❡ ✉t✐❧✐t② u(0.2) = 0.2 ❛♥❞
u(1.2) = 1.2 ❛♥❞ u(0.9) = 1.0722✱ ❝❛♥♥♦t ❜❡ r❡❥❡❝t❡❞ ❛t t❤❡ ✺✪ ❧❡✈❡❧ ♦❢
s✐❣♥✐✜❝❛♥❝❡✳ ❚❤❡ χ2 ❣♦♦❞♥❡ss ♦❢ ✜t t❡st ♣r♦❞✉❝❡s ❛ ♣✲✈❛❧✉❡ ♦❢ 0.7799 ✭χ2 =
0.4972✮✳
❚❤❡ ♥✉❧❧ ❝❛♥ ❛❧s♦ ♥♦t ❜❡ r❡❥❡❝t❡❞ ✐❢ ✇❡ ❞♦ t❤✐s t❡st ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧❧② ❢♦r ❆ ❛♥❞
❇ t②♣❡s✳ ❚❤❡ ♣✲✈❛❧✉❡s ❛r❡ ✵✳✵✾✽✽✾ ✭χ2 = 4.6276✮ ❢♦r ❆ t②♣❡s ❛♥❞ ✵✳✹✽✾✼
✭χ2 = 1.4277✮ ❢♦r ❇ t②♣❡s✳
✺ ❈♦♥❝❧✉s✐♦♥
❲❤❛t ❤❛✈❡ ✇❡ ❧❡❛r♥t ❢r♦♠ t❤✐s ♣❛♣❡r❄ ❆s t❤❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥t ✇❛s ♦r✐❣✐♥❛❧❧②
♣❡r❢♦r♠❡❞ ❢♦r ❛ ✈❡r② ❞✐✛❡r❡♥t ♣✉r♣♦s❡✱ ✇❡ ✜rst ❤❛❞ t♦ ❝❛r❡❢✉❧❧② ✐❞❡♥t✐❢②
✇❤❛t ✏st❛♥❞❛r❞ t❤❡♦r②✑ ✇♦✉❧❞ ♣r❡❞✐❝t ✐♥ t❤✐s ❣❛♠❡✳ ■t ❜❡❝❛♠❡ ❝❧❡❛r t❤❛t ♦♥❡
❤❛❞ t♦ t❛❦❡ s❡r✐♦✉s❧② ❝❡rt❛✐♥ s②♠♠❡tr② r❡str✐❝t✐♦♥s✱ t❡r♠❡❞ ❛tt❛✐♥❛❜✐❧✐t② ❜②
❈r❛✇❢♦r❞ ❛♥❞ ❍❛❧❧❡r ✭✶✾✾✵✮✱ ❡✈❡♥ t❤♦✉❣❤ t❤❡ ❣❛♠❡ ✇❛s ♣r❡s❡♥t❡❞ t♦ s✉❜❥❡❝ts
✐♥ ❛ ✇❛② t❤❛t ❛❧s♦ ❛❧❧♦✇❡❞ ♣❧❛② t❤❛t ✈✐♦❧❛t❡s t❤❡s❡ s②♠♠❡tr② r❡str✐❝t✐♦♥s✳ ❆s
t❤❡ ❣❛♠❡ ✇❛s ♣❧❛②❡❞ r❡❝✉rr❡♥t❧② ✐♥ t❤❡ ❧❛❜ t❤❡ ❛♣♣r♦♣r✐❛t❡ ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠ t❤❡♦r②
✷✺
 A B 
C 
❋✐❣✉r❡ ✾✿ ❚❤❡ ❣r❡② ✏s♣♦t✑ ✐♥❞✐❝❛t❡s t❤❡ s❡t ♦❢ ❛❧❧ ❤②♣♦t❤❡s✐③❡❞ x ∈
∆({A,B,C} ❢♦r ♣❧❛②❡r t②♣❡s ❆ ❛♥❞ ❇ t❤❛t ❤❛✈❡ ❛ ❤✐❣❤❡r ❧✐❦❡❧✐❤♦♦❞ t❤❛♥
❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠ x∗✮✳
✐s t❤❛t ♦❢ ❡✈♦❧✉t✐♦♥❛r② st❛❜✐❧✐t②✳ ❲❡✱ t❤✉s✱ ♥❡❡❞❡❞ t♦ ❝❤❡❝❦ t❤❡ ❡✈♦❧✉t✐♦♥❛r②
st❛❜✐❧✐t② ♣r♦♣❡rt✐❡s ♦❢ ❛❧❧ ❡q✉✐❧✐❜r✐❛ ✇❡ ❢♦✉♥❞✳
■♥ ♦♥❡ tr❡❛t♠❡♥t✱ t❤❡ t✇♦✲st❛❣❡ ❣❛♠❡ ✇✐t❤ ❛♥ ♦♣✐♥✐♦♥ ♣♦❧❧ ❢♦❧❧♦✇❡❞ ❜② ❛
✈♦t✐♥❣ st❛❣❡✱ ✇❡ ♥❡❡❞❡❞ t♦ ✐❞❡♥t✐❢② t❤❡ ❢♦❝❛❧ ✭♣❡r❤❛♣s s✐♠♣❧❡st r❡❛s♦♥❛❜❧❡
❛♥❞ ❡♠♣✐r✐❝❛❧❧② ❢♦✉♥❞❡❞✮ ❛tt❛✐♥❛❜❧❡ s✉❜❣❛♠❡ ❝♦♥t✐♥✉❛t✐♦♥ ♣❧❛② ✐♥ t❤❡ ✈♦t✐♥❣
❣❛♠❡s ❢♦r ❛❧❧ ♣♦ss✐❜❧❡ ❞✐✛❡r❡♥t ♦✉t❝♦♠❡s ♦❢ t❤❡ ♦♣✐♥✐♦♥ ♣♦❧❧✳
❲❡ t❤❡♥ t❡st❡❞ ♦♥❡ ❛♣♣r♦♣r✐❛t❡ ✏st❛♥❞❛r❞ t❤❡♦r②✑✱ ✐♥ ✇❤✐❝❤ ✐t ✐s ❛ss✉♠❡❞ t❤❛t
♣❧❛②❡rs ❝❛r❡ ♦♥❧② ❛❜♦✉t t❤❡ ♠♦♥❡② t❤❡② r❡❝❡✐✈❡ ❛♥❞ ❞♦ s♦ ✐♥ ❛ r✐s❦✲♥❡✉tr❛❧
✇❛② ❛♥❞ ♣❧❛② ❛♥ ❡✈♦❧✉t✐♦♥❛r② st❛❜❧❡ ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠ ♦❢ t❤❡ ✈♦t✐♥❣ ❣❛♠❡ ❛♥❞ t❤❡
♦♣✐♥✐♦♥ ♣♦❧❧ ❣❛♠❡ ✉♥❞❡r t❤❡ ❢✉rt❤❡r ❛ss✉♠♣t✐♦♥ ♦❢ ❢♦❝❛❧ ✈♦t✐♥❣ ❜❡❤❛✈✐♦r ✐♥
t❤❡ s✉❜❣❛♠❡s ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❛♥ ♦♣✐♥✐♦♥ ♣♦❧❧✳
❲❤✐❧❡ t❤✐s t❤❡♦r② ♠✉st ❜❡ r❡❥❡❝t❡❞ ❛t t❤❡ ✺✪ ❧❡✈❡❧ ♦❢ s✐❣♥✐✜❝❛♥❝❡✱ ✐t ✐s ♥❡✈✲
❡rt❤❡❧❡ss q✉✐t❡ ❝❧♦s❡ t♦ ✏❡①♣❧❛✐♥✐♥❣✑ t❤❡ ❞❛t❛✳
❲❡ t❤❡♥ r❡✐♥t❡r♣r❡t ✏st❛♥❞❛r❞ t❤❡♦r②✑ ❜② ♦♥❧② ♠❛❦✐♥❣ ♦♥❡ ❝❤❛♥❣❡ t♦ ♦r✐❣✐♥❛❧
♥♦t✐♦♥ ✐♥ t❤❛t ✇❡ ❛❧❧♦✇ ♣❧❛②❡rs t♦ ❜❡ r✐s❦✲❛✈❡rs❡✳ ❲❡ ✉s❡ ♦♥❡ tr❡❛t♠❡♥t✱
t❤❡ ✈♦t✐♥❣ ❣❛♠❡ ❛❧♦♥❡✱ t♦ ❝❛❧✐❜r❛t❡ t❤❡ r✐s❦ ❛✈❡rs✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♣❧❛②❡rs t♦ ❣✐✈❡
❛ ♣❡r❢❡❝t ✜t t♦ t❤❡ ❞❛t❛ ❢♦r t❤✐s tr❡❛t♠❡♥t✳ ❲❡ t❤❡♥ t❛❦❡ t❤✐s s♦ ❝❛❧✐❜r❛t❡❞
✏st❛♥❞❛r❞ t❤❡♦r②✑ t♦ t❤❡ tr❡❛t♠❡♥t ✇✐t❤ ♦♣✐♥✐♦♥ ♣♦❧❧s ❢♦❧❧♦✇❡❞ ❜② ❛ ✈♦t✐♥❣
st❛❣❡ ❛♥❞ t❡st t❤✐s t❤❡♦r② t❤❡r❡✳ ■t ❝❛♥ ♥♦t ❜❡ r❡❥❡❝t❡❞ ❛t t❤❡ ✺✪ ❧❡✈❡❧ ♦❢
s✐❣♥✐✜❝❛♥❝❡ ❞❡s♣✐t❡ t❤❡ ❢❛❝t t❤❛t ✇❡ ❤❛✈❡ ❝❧♦s❡ t♦ ✹✵✵ ❞❛t❛ ♣♦✐♥ts✳
✷✻
❆❧❧ ✐♥ ❛❧❧ ✐t str✐❦❡s ✉s t❤❛t ✏st❛♥❞❛r❞ t❤❡♦r②✑ ✭❞❡r✐✈❡❞ ❢r♦♠ ✜rst ♣r✐♥❝✐♣❧❡s
❛♣♣r♦♣r✐❛t❡ t♦ t❤❡ s❡tt✐♥❣✮ ✐s ♥♦t t♦♦ ❢❛r ♦✛ ✏❡①♣❧❛✐♥✐♥❣✑ t❤❡ ♣❧❛② ✐♥ t❤✐s
♣❛rt✐❝✉❧❛r ❧❛❜♦r❛t♦r② ❡①♣❡r✐♠❡♥t✳
❆ ❊✈♦❧✉t✐♦♥❛r② st❛❜✐❧✐t② ✐♥ s②♠♠❡tr✐❝ n✲♣❧❛②❡r
❣❛♠❡s
▲❡t Γ = (I, S, u) ❜❡ ❛ s②♠♠❡tr✐❝ n✲♣❧❛②❡r ♥♦r♠❛❧ ❢♦r♠ ❣❛♠❡✳ ❚❤❛t ✐s t❤❡
s❡t ♦❢ ♣❧❛②❡rs ✐s ❣✐✈❡♥ ❜② I = {0, 1, ..., n}✱ ✇❤❡r❡ n ≥ 2✳ ❚❤❡ s❡t ♦❢ ♣✉r❡
str❛t❡❣② ♣r♦✜❧❡s ✐s ❣✐✈❡♥ ❜② S = ×i∈ISi✱ ✇❤❡r❡ Si ✐s t❤❡ ✭✜♥✐t❡✮ s❡t ♦❢ ♣✉r❡
str❛t❡❣✐❡s ❛♥❞ Si = Sj✱ ❢♦r ❛❧❧ i, j ∈ I✱ ✐✳❡✳ ❡✈❡r② ♣❧❛②❡r ❤❛s t❤❡ s❛♠❡ ♣✉r❡
str❛t❡❣✐❡s✳ ❋✐♥❛❧❧②✱ u : S → R ✐s t❤❡ ♣❛②♦✛ ❢✉♥❝t✐♦♥ ❢♦r ❡✈❡r② ♣❧❛②❡r ✇✐t❤ t❤❡
✉♥❞❡rst❛♥❞✐♥❣ t❤❛t u(s1, s2, ..., sn) ✐s t❤❡ ♣❛②♦✛ t♦ ❛ ♣❧❛②❡r ✐❢ s❤❡ ♣❧❛②s ♣✉r❡
str❛t❡❣② s1✱ ✇❤✐❧❡ t❤❡ ♦t❤❡rs ♣❧❛② (s2, ..., sn)✳ ❚❤✐s ♣❛②♦✛ ❢✉♥❝t✐♦♥ ❤❛s t❤❡
❛❞❞✐t✐♦♥❛❧ ♣r♦♣❡rt② t❤❛t ✐t ✐s ✉♥❛✛❡❝t❡❞ ❜② ❛❧❧ ♣❡r♠✉t❛t✐♦♥s ♦❢ (s2, ..., sn)✳
P❧❛②❡rs ❡✈❛❧✉❛t❡ ♠✐①❡❞ str❛t❡❣②✲♣r♦✜❧❡s ❜② t❛❦✐♥❣ t❤❡ ❡①♣❡❝t❡❞ ✉t✐❧✐t②✳ ▲❡t∆
❞❡♥♦t❡ t❤❡ s❡t ♦❢ ♦❢ ♠✐①❡❞ str❛t❡❣✐❡s✱ ✐✳❡✳ t❤❡ s❡t ♦❢ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ❞✐str✐❜✉t✐♦♥s
♦✈❡r Si✳ ❋♦r str❛t❡❣✐❡s x, y ∈ ∆ ✇❡ s❤❛❧❧ ❞❡♥♦t❡ ❜② u(x, y
n−1) t❤❡ ♣❛②♦✛ ♦❢
❛♥ x✲str❛t❡❣✐st ✐❢ ❛❧❧ ❤❡r n− 1 ♦♣♣♦♥❡♥ts ♣❧❛② t❤❡ s❛♠❡ str❛t❡❣② y✳
❲❡ s❤❛❧❧ ✉s❡ t❤❡ ♥♦t✐♦♥ ♦❢ ❛♥ ❡✈♦❧✉t✐♦♥❛r② st❛❜❧❡ str❛t❡❣② ✭❊❙❙✮ ✐♥
t❤❡ s❡♥s❡ ♦❢ ▼❛②♥❛r❞ ❙♠✐t❤ ❛♥❞ Pr✐❝❡ ✭✶✾✼✸✮ ❛♥❞ ▼❛②♥❛r❞ ❙♠✐t❤ ✭✶✾✽✷✮
✭s❡❡ ✭❲❡✐❜✉❧❧✱ ✶✾✾✺✱ ❉❡✜♥✐t✐♦♥ ✷✳✶✮ ❢♦r ❛ t❡①t❜♦♦❦ tr❡❛t♠❡♥t✮ ❛❞❛♣t❡❞ t♦
s②♠♠❡tr✐❝ n✲♣❧❛②❡r ❣❛♠❡s ❛s ✐♥ P❛❧♠ ✭✶✾✽✹✮ ❛♥❞ ❇r♦♦♠✱ ❈❛♥♥✐♥❣s✱ ❛♥❞
❱✐❝❦❡rs ✭✶✾✾✼✮✳
❉❡✜♥✐t✐♦♥ ✶✳ ❆ ✭♠✐①❡❞✮ str❛t❡❣② x ∈ ∆ ♦❢ ❛ s②♠♠❡tr✐❝ n✲♣❧❛②❡r ♥♦r♠❛❧
❢♦r♠ ❣❛♠❡ ✐s ❛♥ ❡✈♦❧✉t✐♦♥❛r② st❛❜❧❡ str❛t❡❣② ✭❊❙❙✮ ✐❢ ❢♦r ❛❧❧ ♠✉t❛♥ts y ∈ ∆
✇✐t❤ y 6= x t❤❡r❡ ✐s ❛♥ ǫ¯ > 0 s✉❝❤ t❤❛t ❢♦r ❛❧❧ ǫ ∈ (0, ǫ¯) ✇❡ ❤❛✈❡ t❤❛t
u(x, wn−1ǫ ) > u(y, w
n−1
ǫ ),
✇❤❡r❡ wǫ = (1− ǫ)x+ ǫy ❞❡♥♦t❡s t❤❡ ♣♦st✲❡♥tr② ♠✐① ♦❢ str❛t❡❣✐❡s✳
❋♦r s②♠♠❡tr✐❝ t✇♦✲str❛t❡❣② n✲♣❧❛②❡r ♥♦r♠❛❧ ❢♦r♠ ❣❛♠❡ t❤❡r❡ ✐s ❛ s✐♠♣❧❡
❡q✉✐✈❛❧❡♥t ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ❢♦r x✱ ♥♦✇ ∈ [0, 1]✱ t♦ ❜❡ ❛♥ ❊❙❙✳ ❙❡❡ ❛❧s♦ ✭❇r♦♦♠✱
❈❛♥♥✐♥❣s✱ ❛♥❞ ❱✐❝❦❡rs✱ ✶✾✾✼✱ ❙❡❝t✐♦♥ ✹✮ ❢♦r ❛ ❞✐s❝✉ss✐♦♥ ♦❢ t❤✐s ❝❛s❡✳
▲❡♠♠❛ ❆✳✶✳ ❆ ✭♠✐①❡❞✮ str❛t❡❣② x ∈ [0, 1] ♦❢ ❛ s②♠♠❡tr✐❝ t✇♦✲str❛t❡❣② n✲
♣❧❛②❡r ♥♦r♠❛❧ ❢♦r♠ ❣❛♠❡ ✐s ❛♥ ❊❙❙ ✐❢ ❛♥❞ ♦♥❧② ✐❢ t❤❡r❡ ✐s ❛♥ ǫ > 0 s✉❝❤ t❤❛t
✷✼
❢♦r ❛❧❧ y < x ✇✐t❤ x− y < ǫ ✇❡ ❤❛✈❡ t❤❛t u(A, yn−1) > u(B, yn−1) ❛♥❞ ❢♦r ❛❧❧
y > x ✇✐t❤ y − x < ǫ ✇❡ ❤❛✈❡ t❤❛t u(A, yn−1) < u(B, yn−1)✳
Pr♦♦❢✿ ❈♦♥s✐❞❡r x ∈ [0, 1] ❛♥❞ ❛ ♠✉t❛♥t y ✇✐t❤ t❤❡ ♣r♦♣❡rt② t❤❛t y > x✳
❚❤❡♥ t❤❡r❡ ✐s ❛♥ α ∈ (0, 1) s✉❝❤ t❤❛t y = (1 − α)x + α1 ✭✐✳❡✳ y ✐s ❛ ❝♦♥✈❡①
❝♦♠❜✐♥❛t✐♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ ♣❧❛②✐♥❣ x ❛♥❞ ♣✉r❡ str❛t❡❣② ❆✮ ❛♥❞ t❤❡ ❊❙❙ ❝♦♥❞✐t✐♦♥
r❡❞✉❝❡s t♦
uA(x, w
n−1
ǫ ) > uA(y, w
n−1
ǫ )
uA(x, w
n−1
ǫ ) > (1− α)uA(x, w
n−1
ǫ ) + αuA(A,w
n−1
ǫ )
αuA(x, w
n−1
ǫ ) > αuA(A,w
n−1
ǫ )
uA(x, w
n−1
ǫ ) > uA(A,w
n−1
ǫ )
xuA(A,w
n−1
ǫ ) + (1− x)uA(B,w
n−1
ǫ ) > uA(A,w
n−1
ǫ )
(1− x)uA(B,w
n−1
ǫ ) > (1− x)uA(A,w
n−1
ǫ )
uA(B,w
n−1
ǫ ) > uA(A,w
n−1
ǫ ),
✇❤❡r❡ wǫ > x✱ ❣✐✈❡♥ t❤❛t wǫ ✐s ❛ ❝♦♥✈❡① ❝♦♠❜✐♥❛t✐♦♥ ♦❢ x ❛♥❞ y ❛♥❞ y > x✳
❚❤❡ ❛♥❛❧♦❣✉❡ st❡♣s ❝❛♥ ❜❡ ♠❛❞❡ ❢♦r ❛ ♠✉t❛♥t y < x✳ ◗❊❉
❋♦r ♠♦r❡ t❤❛♥ t✇♦ ♣❧❛②❡r ❣❛♠❡s✱ ♦♥❡ ❝❛♥ ❝❤❛r❛❝t❡r✐③❡ ❛♥ ❊❙❙ ✐♥ t❡r♠s ♦❢
✜rst✲ ❛♥❞ ❤✐❣❤❡r✲♦r❞❡r ❝♦♥❞✐t✐♦♥s✳ ❋♦r t✇♦ ♣❧❛②❡r ❣❛♠❡s s❡❡ ❡✳❣✳ ✭❲❡✐❜✉❧❧✱
✶✾✾✺✱ Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✷✳✶✮ ❢♦r ❢✉❧❧② ❝❤❛r❛❝t❡r✐③✐♥❣ ❛♥ ❊❙❙ ✐♥ t❡r♠s ♦❢ ❛ ✜rst✲
♦r❞❡r ✭◆❛s❤ ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠✮ ❛♥❞ ❛ s❡❝♦♥❞✲♦r❞❡r ❝♦♥❞✐t✐♦♥✳ ✭❇r♦♦♠✱ ❈❛♥♥✐♥❣s✱
❛♥❞ ❱✐❝❦❡rs✱ ✶✾✾✼✱ ♣✳ ✾✸✺✮ ♣r♦✈✐❞❡ s✉❝❤ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❢♦r n✲♣❧❛②❡r ❣❛♠❡s✱ ✇❤✐❝❤
♦♥❡ ❝♦✉❧❞ ❝❛❧❧ ✜rst t♦ n✲t❤ ♦r❞❡r ❝♦♥❞✐t✐♦♥s✳ ❋♦r ♦✉r ♣✉r♣♦s❡s ❛ ♣❛rt ♦❢ t❤❡✐r
r❡s✉❧t s✉✣❝❡s✳
▲❡♠♠❛ ❆✳✷✳ ✭❇r♦♦♠✱ ❈❛♥♥✐♥❣s✱ ❛♥❞ ❱✐❝❦❡rs✱ ✶✾✾✼✱ ♣✳ ✾✸✺✮ ❆
✭♠✐①❡❞✮ str❛t❡❣② x ♦❢ ❛ s②♠♠❡tr✐❝ n✲♣❧❛②❡r ♥♦r♠❛❧ ❢♦r♠ ❣❛♠❡ ✐s ❛♥ ❊❙❙
✐❢
✶✳ u(x, xn−1) ≥ u(y, xn−1) ❢♦r ❛❧❧ y ∈ ∆ ❛♥❞
✷✳ ✇❤❡♥❡✈❡r u(x, xn−1) = u(y, xn−1) ❢♦r s♦♠❡ y 6= x t❤❡♥ u(y, yn−1) <
u(x, yn−1)✳
▲❡♠♠❛ ❆✳✷✱ t❤✉s✱ ♦♥❧② ♣r♦✈✐❞❡s ❛ s✉✣❝✐❡♥t ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ❢♦r ❛ str❛t❡❣② t♦ ❜❡ ❛♥
❊❙❙✳
✷✽
❇ ■♥❞✐✛❡r❡♥❝❡ ❈♦♥❞✐t✐♦♥ ❢♦r t❤❡ ▼✐①❡❞ ❱♦t✐♥❣
❊q✉✐❧✐❜r✐✉♠
■♥ t❤❡ ✈♦t✐♥❣ ❣❛♠❡ ♦❢ ❙❡❝t✐♦♥ ✸✳✷ t❤❡ ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠ ❝♦♥❞✐t✐♦♥✱ uA(A, x) −
uA(B, x) = 0✱ ✐s ❣✐✈❡♥ ❜② ❛ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧ ✐♥ x ♦❢ ❞❡❣r❡❡ ✼✱ ✇❤✐❝❤ ❝❛♥ ❜❡ ✇r✐tt❡♥
❛s✶✺
0.35P(Y = 1) + 0.35P(Y = 2)− 0.5P(Y = 5)− 0.5P(Y = 6) = 0,
✇❤❡r❡
P(Y = 1) = 4x3(1− x)4 + 3x5(1− x)2
P(Y = 2) = 6x2(1− x)5 + 12x4(1− x)3 + 3x6(1− x)
P(Y = 5) = 3x(1− x)6 + 12x3(1− x)4 + 6x5(1− x)2
P(Y = 6) = 3x2(1− x)5 + 4x4(1− x)3.
❆s x = 0 ❛♥❞ x = 1 ❛r❡ s♦❧✉t✐♦♥s ♦♥❡ ❝❛♥ r❡❞✉❝❡ t❤❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ❜② ❞✐✈✐❞✐♥❣
❜② x(1− x) t♦ ♦❜t❛✐♥ ❛ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧ ♦❢ ❞❡❣r❡❡ ✺✱ ❣✐✈❡♥ ❜②
0.05(238x5 − 601x4 + 692x3 − 440x2 + 162x− 30) = 0.
❚❤❡ ♦♥❧② r❡❛❧ r♦♦t ♦❢ t❤✐s ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧ ✐♥ t❤❡ ✐♥t❡r✈❛❧ ✭✵✱✶✮ ❝❛♥ ❜❡ ❞❡t❡r♠✐♥❡❞
❜② ◆❡✇t♦♥✬s ♠❡t❤♦❞ ❛♥❞ ✐s ❣✐✈❡♥ ❜② x ≈ 0.6615✳
❘❡❢❡r❡♥❝❡s
❆❧♦s✲❋❡rr❡r✱ ❈✳✱ ❛♥❞ ❈✳ ❑✉③♠✐❝s ✭✷✵✶✸✮✿ ✏❍✐❞❞❡♥ s②♠♠❡tr✐❡s ❛♥❞ ❢♦❝❛❧
♣♦✐♥ts✱✑ ❏♦✉r♥❛❧ ♦❢ ❊❝♦♥♦♠✐❝ ❚❤❡♦r②✱ ✶✹✽✱ ✷✷✻✕✷✺✽✳
❆♥❞♦♥✐❡✱ ❈✳✱ ❛♥❞ ❈✳ ❑✉③♠✐❝s ✭✷✵✶✷✮✿ ✏Pr❡✲❡❧❡❝t✐♦♥ P♦❧❧s ❛s ❙tr❛t❡❣✐❝
❈♦♦r❞✐♥❛t✐♦♥ ❉❡✈✐❝❡s✱✑ ❏♦✉r♥❛❧ ♦❢ ❊❝♦♥♦♠✐❝ ❇❡❤❛✈✐♦r ✫ ❖r❣❛♥✐③❛t✐♦♥✱
✽✹✱ ✻✽✶✕✼✵✵✳
❆♥❞r❡♦♥✐✱ ❏✳ ✭✶✾✽✽✮✿ ✏❲❤② ❢r❡❡ r✐❞❡❄✿ ❙tr❛t❡❣✐❡s ❛♥❞ ❧❡❛r♥✐♥❣ ✐♥ ♣✉❜❧✐❝
❣♦♦❞s ❡①♣❡r✐♠❡♥ts✱✑ ❏♦✉r♥❛❧ ♦❢ P✉❜❧✐❝ ❊❝♦♥♦♠✐❝s✱ ✸✼✭✸✮✱ ✷✾✶✕✸✵✹✳
❇❛❧❦❡♥❜♦r❣✱ ❉✳✱ ❏✳ ❍♦❢❜❛✉❡r✱ ❛♥❞ ❈✳ ❑✉③♠✐❝s ✭✷✵✶✸✮✿ ✏❘❡✜♥❡❞ ❜❡st
r❡♣❧② ❝♦rr❡s♣♦♥❞❡♥❝❡ ❛♥❞ ❞②♥❛♠✐❝s✱✑ ❚❤❡♦r❡t✐❝❛❧ ❊❝♦♥♦♠✐❝s✱ ✽✭✶✮✱ ✶✻✺✕
✶✾✷✳
✶✺❚❤❡ t✇♦ ❢✉♥❝t✐♦♥s✱ uA(A, x) ❛♥❞ uA(B, x)✱ ❛r❡ ❞❡♣✐❝t❡❞ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✶✳
✷✾
❇❛r❜❡r✐s✱ ◆✳✱ ▼✳ ❍✉❛♥❣✱ ❛♥❞ ❘✳ ❍✳ ❚❤❛❧❡r ✭✷✵✵✻✮✿ ✏■♥❞✐✈✐❞✉❛❧ Pr❡❢✲
❡r❡♥❝❡s✱ ▼♦♥❡t❛r② ●❛♠❜❧❡s✱ ❛♥❞ ❙t♦❝❦ ▼❛r❦❡t P❛rt✐❝✐♣❛t✐♦♥✿ ❆ ❈❛s❡ ❢♦r
◆❛rr♦✇ ❋r❛♠✐♥❣✱✑ ❆♠❡r✐❝❛♥ ❊❝♦♥♦♠✐❝ ❘❡✈✐❡✇✱ ✾✻✭✹✮✱ ✶✵✻✾✕✶✵✾✵✳
❇❡r♥❤❡✐♠✱ ❇✳ ❉✳ ✭✶✾✽✹✮✿ ✏❘❛t✐♦♥❛❧✐③❛❜❧❡ ❙tr❛t❡❣✐❝ ❇❡❤❛✈✐♦r✱✑ ❊❝♦♥♦♠❡t✲
r✐❝❛✱ ✺✷✱ ✶✵✵✼✕✷✾✳
❇✐♥♠♦r❡✱ ❑✳✱ ❏✳ ❙✇✐❡r③❜✐♥s❦✐✱ ❛♥❞ ❈✳ Pr♦✉❧① ✭✷✵✵✶✮✿ ✏❉♦❡s ♠✐♥✐♠❛①
✇♦r❦❄ ❆♥ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ st✉❞②✱✑ ❚❤❡ ❊❝♦♥♦♠✐❝ ❏♦✉r♥❛❧✱ ✶✶✶✭✹✼✸✮✱ ✹✹✺✕✹✻✹✳
❇❧✉♠❡✱ ❆✳ ✭✷✵✵✵✮✿ ✏❈♦♦r❞✐♥❛t✐♦♥ ❛♥❞ ▲❡❛r♥✐♥❣ ❲✐t❤ ❛ P❛rt✐❛❧ ▲❛♥❣✉❛❣❡✱✑
❏♦✉r♥❛❧ ♦❢ ❊❝♦♥♦♠✐❝ ❚❤❡♦r②✱ ✾✺✱ ✶✕✸✻✳
❇❧✉♠❡✱ ❆✳✱ ❛♥❞ ❯✳ ●♥❡❡③② ✭✷✵✵✵✮✿ ✏❆♥ ❊①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ ■♥✈❡st✐❣❛t✐♦♥ ♦❢
❖♣t✐♠❛❧ ▲❡❛r♥✐♥❣ ✐♥ ❈♦♦r❞✐♥❛t✐♦♥ ●❛♠❡s✱✑ ❏♦✉r♥❛❧ ♦❢ ❊❝♦♥♦♠✐❝ ❚❤❡♦r②✱
✾✵✱ ✶✻✶✕✶✼✷✳
✭✷✵✶✵✮✿ ✏❈♦❣♥✐t✐✈❡ ❋♦r✇❛r❞ ■♥❞✉❝t✐♦♥ ❛♥❞ ❈♦♦r❞✐♥❛t✐♦♥ ❲✐t❤♦✉t
❈♦♠♠♦♥ ❑♥♦✇❧❡❞❣❡✿ ❆♥ ❊①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ ❙t✉❞②✱✑ ●❛♠❡s ❛♥❞ ❊❝♦♥♦♠✐❝ ❇❡✲
❤❛✈✐♦r✱ ✻✽✱ ✹✽✽✕✺✶✶✳
❇r♦♦♠✱ ▼✳✱ ❈✳ ❈❛♥♥✐♥❣s✱ ❛♥❞ ●✳ ❚✳ ❱✐❝❦❡rs ✭✶✾✾✼✮✿ ✏▼✉❧t✐✲♣❧❛②❡r
♠❛tr✐① ❣❛♠❡s✱✑ ❇✉❧❧❡t✐♥ ♦❢ ▼❛t❤❡♠❛t✐❝❛❧ ❇✐♦❧♦❣②✱ ✺✾✭✺✮✱ ✾✸✶✕✾✺✷✳
❈♦♦♣❡r✱ ❘✳ ❲✳✱ ❉✳ ❱✳ ❉❡❏♦♥❣✱ ❘✳ ❋♦rs②t❤❡✱ ❛♥❞ ❚✳ ❲✳ ❘♦ss ✭✶✾✾✵✮✿
✏❙❡❧❡❝t✐♦♥ ❈r✐t❡r✐❛ ✐♥ ❈♦♦r❞✐♥❛t✐♦♥ ●❛♠❡s✿ ❙♦♠❡ ❊①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ ❘❡s✉❧ts✱✑
❆♠❡r✐❝❛♥ ❊❝♦♥♦♠✐❝ ❘❡✈✐❡✇✱ ✽✵✱ ✷✶✽✕✷✸✸✳
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